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Résumé 

Les travaux de Harris, Boyer, Harris-Taylor et Hausberger ont concrétisé les conjectures de Carayol 
dans [Non-abelian Lubin-Tate theory. Automorphic forais, Shimura varieties and L-functions, vol II : 15- 
39, Académie Press, 1990] selon lesquelles la cohomologie étale Z-adique de certains espaces de modules de 
groupes formels introduits par Drinfeld permettrait de réaliser simultanément les correspondances locales 
de Langlands et Jacquet-Langlands pour les représentations supercuspidales de GL n sur un corps local 
non-archimédien. Mais selon des résultats annoncés récemment par Boyer et Faltings permettant le calcul 
des groupes de cohomologie individuels de ces espaces, la même stratégie ne fonctionne plus pour les 
représentations non supercuspidales, même pour les séries discrètes : la cohomologie ne suffit visiblement 
plus. Notre but ici est de montrer comment, à partir de ce calcul et en utilisant le formalisme des catégories 
dérivées, on peut tout-de-même obtenir une réalisation simultanée des deux correspondances pour toute 
représentation elliptique de GL n , généralisant ainsi la conjecture de Carayol. 
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1 Introduction 

Soit K un corps local de caractéristique résiduelle p, et d un entier ^ 1. On s'intéresse aux trois groupes 
suivants et à leurs représentations : 

- le groupe de Weil Wk, topologisé de la manière habituelle, 

- le groupe Gd ■= GLd(K), muni de sa topologie localement p-profmie, 

- le groupe des éléments inversibles de l'algèbre centrale simple sur K d'invariant 4, lui aussi 
localement p-profini. 

Les représentations de ces trois groupes sont reliées par des correspondances qui font partie du vaste 
programme de généralisation non-abélienne de la théorie du corps de classes proposé par Langlands. 
Ces correspondances sont en général exprimées en termes de représentations complexes, mais comme 
on s'intéresse ici à leur réalisation cohomologique, on considérera plutôt leur variante Z-adique. Nous 
fixerons donc dorénavant un nombre premier l 7^ p et ne considérerons dans cette introduction que des 
{^-représentations. La correspondance de Jacquet-Langlands [53] [S], que nous rappelons en 14. Il est une 
bijection entre les classes de représentations lisses "de la série discrète" de Gd et celles de . Nous la 
noterons ir 1— » JLd{ir). La correspondance de Langlands locale PU ES] EU) que nous rappelons en 
14. 21 induit en particulier une bijection entre classes de représentations lisses irréductibles de Gd et classes 
de représentations continues de dimension d de Wk- Nous la noterons ir 1— > <7d(7r). 

Ces deux correspondances ont des vies séparées et chacune est caractérisée par des propriétés de 
préservation d'invariants de nature arithmético-analytique. Mais un des aspects les plus fascinants est 
l'existence d'objets géométriques - algébriques sur un corps global ou analytiques sur un corps local - 
dont la cohomologie Z-adique permet de "réaliser", ou d' "incarner" , certains cas de ces correspondances. 
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Notons K ca la complétion d'une clôture algébrique K ca de K pour l'unique extension de la norme \-\k- 
Dans ce texte, on s'intéresse à deux tours d'espaces _fT ca -analytiques définies par Drinfcld. 



- la tour (M.jj r „)neN au-dessus du if-espace symétrique de Drinfeld de dimension d — 1, définie dans 



PS] et rappelée en l6.fl 



- la tour (M. t rp n )neN "de Lubin-Tate" au-dessus de la boule ouverte de dimension d— 1 sur K , définie 



dans [251 et rappelée en 16. 21 



Chacun des pro--fT ca -espaces rigides À4^ r et -M £T obtenus en passant à la limite est muni d'une action 
de Gd x x Wk, donc leur "cohomologie étale Z-adique à supports compacts" fournit des représentations 
de ce produit triple. La définition habituelle de celle-ci est simplement, pour ? = Dr ou LT, 



H i c {MV K ^ l ) := lim W C (M7« ,Q t ), 



compte tenu de la finitude des morphismes de transition. On sait par des résultats généraux de Berkovich 
que l'action de Gd x D^ sur ces espaces est lisse. Les quatre articles jHJ PU PU E3 étudient la par- 
tie supercuspidale de ces espaces de cohomologie, pour chacun des espaces ou en car ~ 
actéristique nulle ou en égales caractéristiques. Ils démontrent en particulier la fameuse conjecture que 
Carayol a énoncée dans |19j à la suite de travaux pionniers de Deligne et Drinfeld pour d = 2 : soit n une 
représentation supercuspidale Z-adique de Gd, de caractère central d'ordre fini ; alors on a, en normalisant 
convenablement les actions, cf . 



où (?) désigne une torsion à la Tate. 1 Les méthodes employées dans ces articles reposent sur la propriété 
d'uniformisation p-adique de certaines variétés globales (de Shimura ou de Drinfeld) par ces espaces et 
les suites spectrales de type Hochschild-Serre ou de cycles évanescents associées. Elles ne permettent en 
général que d'obtenir des informations sur la somme alternée des H l c . 

Pendant longtemps, seul le calcul de Schneider-Stuhler dans |56| pour l'espace symétrique de Drinfcld 
fournissait des renseignements sur la partie non-cuspidale de la cohomologie. Ce calcul a inspiré à Harris 
une conjecture (non publiée) sur la forme explicite des groupes de cohomologie individuels du côté Dr sur 
un corps p-adique. Tout récemment, Boyer |14| a annoncé une preuve de cette conjecture... mais du côté 
LT et en égales caractéristiques. Un peu auparavant, Faltings avait annoncé dans |28[ que les cohomologies 
des deux tours devaient être isomorphes. Comme ses arguments sont très résumés et valables seulement 
sur un corps p-adique, ils seront complétés et étendus en égales caractéristiques dans un travail en cours 
de Fargues, Genestier et Lafforgue. 

Nous exposerons la description précise des H l c - qui reste donc partiellement conjecturale - en 17. 1. 31 
Nous nous bornons ici à souligner que les représentations de Gd qui apparaissent sont toutes elliptiques 
au sens où la restriction de leur caractère-distribution aux éléments semi-simples réguliers elliptiques 
est non-nulle (voir l4.I.'Hl pour d'autres caractérisations des représentations elliptiques de Gd)- Mais par 
ailleurs et comme le montre déjà le calcul de Schneider-Stuhler pour l'espace symétrique de Drinfeld, seules 
certaines représentations elliptiques apparaissent. Notons que pour ces représentations elliptiques - qui ne 
sont pas nécessairement tempérées - on peut étendre de manière naturelle l'énoncé de la correspondance 
de Jacquet-Langlands, ef !4. Il 

La conséquence majeure de la description des H l c est que ceux-ci réalisent bien la correspondance 
de Jacquet-Langlands ainsi étendue, mais ne réalisent pas la correspondance de Langlands pour les 
représentations non supercuspidales qui y apparaissent, même les séries discrètes. Pour être un peu plus 
précis, soit 7r une représentation elliptique de Gd ; on verra en 14.2.61 que la semisimplifiée de <Jd{^) est 
une somme de torsions à la Tate d'une même représentation Z-adique irréductible de Wk que nous notons 

1 Pour obtenir vraiment l'isomorphisme ci-dessus dans le cas de , il convient de conjuguer par rautomorphisme extérieur 

g i ► t g~ 1 de Gd l'action définie par Carayol dans |19| . 






JL d (n) (g) a d {n)(?) si i = d—l 
si i^d-l 
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ci-dessous o-'(tt). Si la contribution de tt à W" c est non- nulle, alors la description de Harris-Boyer donne 

Hom Gd (H l c (M d/K Mi),n) ~ JL d (Tr)® a' (■*)(?) 

où (?) désigne une certaine torsion à la Tate et M d / K désigne ou M d /^ . On voit en particulier 

que l'opérateur de monodromie (celui que l'on sait associer à toute représentation Sadique continue de 
dimension finie de Wk par le théorème de Grothendieck) est toujours nul sur les composantes isotypiques 
des H\. Mais la description ci-dessus suggère aussi que cet opérateur est essentiellement la seule chose qui 
manque pour obtenir une réalisation de la correspondance de Langlands, au moins pour les représentations 
qui apparaissent dans ces H\. L'idée principale de ce texte est que cet opérateur est "caché" dans "le" 
complexe de cohomologie RT c (Mp^ , Q/) (resp. RT c (M d /^ , Q;)) vu comme objet de la catégorie dérivée 
de la catégorie abélienne des Qi(Gd x D% ^représentations lisses. Oublions un instant les difficultés de 
définition et d'étude que cela pose et énonçons nos résultats principaux. Ce complexe RT C dans chacun 
des cas est muni d'une action de Wk- Par conséquent pour toute représentation lisse tt de Gd, resp. p de 
D% , les complexes de Q r espaces vectoriels 

RHom Db(Gd) (RT c ,tt) £ D b (Q t ), resp. RHom Db[GdXD , ) (RT Ci tt®p) G £ b (Qz) 

sont munis d'une action de x Wk, resp. Wk- Rappelons que la catégorie triangulée D b (Qi) est 
équivalente à la catégorie triangulée des Q r espaces vectoriels Z-gradués "à support fini" , une équivalence 
étant donnée par le foncteur H* : C* £ D b (Qi) i— > ® igZ W t (C). Ainsi le Q r espace vectoriel Z-gradué 

H*(RHom D bç Gd ) (RT c ,ir)) resp. H*(RHom Db{GdXD x ) (RT c ,tt p)) 

est muni d'une action de D% x Wk, resp. Wk- On oubliera généralement la Z-graduation par la suite 
pour se retrouver avec des représentations au sens usuel. 

Pour énoncer nos résultats, il convient d'introduire le groupe GD := (Gd x D?)/A où A = {(z, z), z G 
K x }. On sait que, quitte à conjuguer l'action de Gd initialement définie par Drinfeld par un automor- 

phisme extérieur convenable, l'action géométrique de Gd x D^ sur les espaces de modules et M. d /^ 

se factorise par ce groupe. De plus, toute représentation irréductible de GD est de la forme tt (g) p où tt et 
p sont des représentations irréductibles de Gd et D^ dont les caractères centraux sont "inverses l'un de 
l'autre" . 

Conjecture A Notons J\A d ^ K pour ou M^t^ ■ ^oit tt, resp. p, une ^[-représentation lisse et 

irréductible de Gd, resp. D^ . Alors 

i) Lorsque tt est elliptique, on a 

H* (RHom DHGd) (RT c (M d/K Mi)^)) - JL d (n) «g> * d (n)\ - |V, 

v v ' 1 D y d xW K 

le terme de gauche étant nul si tt n'est pas elliptique. 

ii) Lorsque tt est elliptique et p ~ JL d (TT v ), on a 

H* (RHom Db(GD) (RT c (M d l K Mi)^®p)) ~ 1^. 

le terme de gauche étant nul si tt n'est pas elliptique ou si p n'est pas isomorphe à JL d (iT w ). 

La notation ? v désigne la contragrédiente de la représentation ?. Si on veut résumer cette conjecture en 
quelques mots (imprécis) : l'introduction du formalisme des catégories dérivées permet non seulement 
de récupérer la représentation Galoisienne en entier (avec la monodromie), mais aussi fait "apparaitre" 
des représentations tt qui n'apparaissent pas dans les groupes de cohomologie. On verra en 16.6.11 que 
les deux points de la conjecture sont essentiellement équivalents (simplement parce que la catégorie des 
Qi (D* /if x )-modules est semi-simple), mais le second est le plus propice à une éventuelle généralisation 
à d'autres paires de formes intérieures agissant sur des espaces de Rapoport-Zink. Le théorème principal 
de ce texte concerne le côté Dr et s'énonce formellement comme suit : 
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Théorème B Supposons que 

i) la cohomologie l-adique ^(Ai^jQ;) est bien décrite par la conjecture de Harris [7. 1 . H\ 
ii) la cohomologie entière H l c {M. d ^ est "admissible-modulo-le- centre". 

iii) La conjecture "monodromie-poids" est vérifiée pour les variétés uniformisées par M.%^ n (c'est-à-dire 
les quotients de M%^ n par un sous-groupe discret cocompact de Gd y agissant librement). 

Alors, la conjecture^\est vérifiée pour 

Précisons un peu le statut de ces hypothèses. Comme on l'a déjà écrit plus haut, les travaux de Faltings 
|2H1 complétés et généralisés par ceux de Fargues, Genestier et Lafïorgue montrent que KA%^ et 
ont des cohomologies à coefficients constants isomorphes. Ainsi, il suffit de vérifier les deux premières 
hypothèses du côté LT. Pour l'hypothèse ii), c'est "facile", cf \6. 4.131 Pour l'hypothèse i) c'est beaucoup 
plus difficile, mais lorsque K est d'égales caractéristiques, Boyer |14) a annoncé une preuve de la conjecture 
de Harris du côté LT. Toujours lorsque K est d'égales caractéristiques, la conjecture "monodromie-poids" 
est connue pour toutes les variétés algébriques lisses par les travaux de Deligne sur les conjectures de Weil, 
voir 021 j et donc l'hypothèse iii) est aussi vérifiée. 

Lorsque K est p-adique, les arguments de Boyer devraient s'appliquer formellement de la même 
manière, au moins en admettant la semi-simplicité des gradués du complexe des cycles évanescents pour 
la filtration de monodromie des variétés de Shimura étudiées par Harris et Taylor dans |34j. donc en 
particulier en admettant la version locale de la conjecture monodromie-poids pour ces variétés. Quoiqu'il 
en soit, rappelons que pour le rez-de-chaussée de la tour AI^/q, la cohomologie à coefficients constants 
est connue depuis Schneider et Stuhler indépendamment des travaux de Boyer et Faltings. De plus, 
Ito a démontré dans 01] la conjecture monodromie-poids dans le cas particulier des variétés uniformisées 
par Mj£ . 

En résumé on peut énoncer le 

Corollaire Supposons K de caractéristique p . Admettant les résultats de Boyer et Faltings, la conjecture 
Q]est vérifiée pour ■ Lorsque K est de caractéristique nulle, un analogue de la conjecture est vérifié 

pour •' l'énoncé précis est le théorèm,e \2.1.6\ 

En fait, dans le cas M-\y^Q, on peut se passer du résultat d'Ito et en donner une nouvelle démonstration, 
par nos techniques (en utilisant aussi une idée de Mokrane dans @ïï|)> cf \'2. 2.161 Plus généralement, nous 
verrons en 17 . 4 . 1 il comment . sous les hypothèses i) et ii) de|Bl l'hypothèse iii) se ramène à une estimation 
de l'ordre de nilpotence de certains opérateurs de monodromie. C'est cette estimation que l'on ne sait 
pour l'instant obtenir que pour M%^q en utilisant la suite spectrale de Rapoport-Zink dans ce cas "semi- 
stable". 

Nous reviendrons à la fin de cette introduction sur le cas LT de la conjecture IÂ1 



Revenons maintenant aux difficultés inhérentes à l'utilisation des catégories dérivées. Il y a principale- 
ment deux écueils à franchir : le premier vient de ce qu'on veut un complexe RT C dans la catégorie dérivée 
des Gd x -modules lisses 2 , alors que les techniques équivariantes usuelles fourniraient plutôt un objet 
de la catégorie dérivée de tous les Gd x D% -modules. Ce problème a été joliment résolu par Berkovich 
dans un manuscrit non publié, au moins pour la cohomologie étale à coefficients finis. Nous consacrerons 
la partie El de ce texte à exposer sa théorie et à l'étendre aux coefficients Z-adiques. Mentionnons seule- 
ment ici que lorsque X est un if-espace analytique au sens de [3 muni d'une action "continue" au sens 
de 0] d'un groupe topologique H , Berkovich introduit la notion de faisceau étale if-équivariant "lisse" , 
dont les sections globales à supports compacts sont en particulier munies d'une action lisse de H. De tels 
faisceaux forment un topos noté (X,H)~ t . Bien-sûr, cela nous conduit à utiliser sa théorie des if-espaces 
analytiques : nous considérerons donc les M.%!^ n , resp. M^^ni comme des if-espaces analytiques au sens 
de munis d'actions "continues" de Gd, resp. . 

2 Une construction ad hoc d'un tel complexe apparaît dans |3 1 1 pour M%^ n , mais nous voulons ici une définition générale et 
fonctorielle en les paires (X,H) où H est un groupe topologique agissant sur un espace analytique rigide X. 
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Par contre leurs limites projectives ne sont que des pro-objets dans la catégorie des espaces de 
Berkovich, et le deuxième écueil est qu'aucun formalisme de cohomologie étale n'est connu de l'auteur 
pour ces objets. Pour définir les complexes RT C , nous utiliserons les morphismes de périodes 

7T? : Mt^ — ► Vf /K pour ? = LT ou Dr 

où Vf/r^ := P^ 1 et 7-£ ) ( iï := est le complémentaire des hyperplans i^-rationnels dans P d_1 . Pour 

? = Dr, le morphisme de périodes est donné par le théorème de Drinfeld et est équivariant pour l'action 
"naturelle" de G a sur 7 3 ^ K , et pour ^ es ^ défini dans et est équivariant pour une certaine 

action de D^ sur V%j^ ■ Dans chacun des cas, les morphismes de périodes sont étales. Leur définition 
et leurs propriétés sont rappelées en 16.2.71 et 16.1.51 Pour donner une définition uniforme du RT C , notons 
temporairement Jlt '■= et Jur '■= Gd- 

Nous définissons en 16. 31 le complexe RT c (M d ^ K , Z/) comme l'évaluation du foncteur dérivé du foncteur 
qui à un système projectif ÇF m ) m de faisceaux de Z m -torsion J?-équivariants "lisses" sur V^ K associe le 
Gd x D^ x W/f-module 

limr c ^ / n K ,lim 00 7r ? "'*(^ m )^ 

en le système projectif de faisceaux constants (Z/^ m Z)„ l£ N (la notation lim°° est expliquée en 15. 2. 411 . 

On pose aussi RT c (M d , Qj) := RT c (M d , Z;) ®z, Q t . De par leur définition, ce sont des complexes 
de Gd x Dj x W#--modules, mais en l'absence d'une catégorie maniable de W^-modules, nous nous 
contenterons de les voir comme des objets de la catégorie dérivée des Q/(G-D)-modules lisses munis d'une 
action de Wk- Nous vérifierons bien-sûr en 16. 31 que les groupes de cohomologie de ce RT c (M. d , ïn) sont 
bien les H*(M.j , Z;) définis plus haut. 

Une fois le complexe RT C bien défini, on est en présence d'un objet a priori compliqué. Le miracle est 
que cet objet est en fait "aussi simple qu'il peut l'être" : il est scindable, au sens de la section lTO.il 

Proposition 1.1 Soit M. d / K = ou Àd^^ et supposons que la description conjecturée par Harris 

pour les H l c (M d / K , Q;) est valide. Alors il existe un isomorphisme (pas unique) dans D b (GD), 



RT c {M d ' K M) ^®H l c (M d / K ,QÙ[- 



Nous donnerons deux preuves de cette assertion. L'une en 17.2.21 repose sur un argument relevant 
purement de la théorie des représentations de Gd ■ le calcul complet des groupes d'extensions Exf Gd (ît, 7r') 
pour les couples de représentations elliptiques n et n' de Gd montre que tout complexe ayant la même 
cohomologie que M. d l K est scindable comme dans la proposition. L'autre utilise la forme particulière de 
l'action d'un relèvement de Frobenius sur les H l c . 

Signalons brièvement un point technique ; soit w une uniformisante de K et le sous-groupe de 

Gd engendré par w. Les espaces quotients Jvf 1 ^ :— A4 d / K /zu z existent et présentent l'avantage d'avoir 
une cohomologie G-D-admissible, alors que celle de M. d / K est "admissible-modulo-le-centre" 3 . Nous ex- 
pliquerons en 16 . 6 . 2| comment . pour prouver le théorème iBl on se ramène facilement à étudier le complexe 

de cohomologie RT c {M d,K , Qj), vu comme objet de D b (%(GD)) où GD := GD/w z . 



On peut encore simplifier l'étude en décomposant RT c {M. d ^ K , Q z ) selon la théorie des représentations 
du groupe compact D% /w z . Nous expliquons en 16. 6. 41 comment celle-ci fournit en effet une décomposition 
Wif-équivariante 

RT c (M d/K ,Qi)^ RT c (M d/K \Q0p- 
P eIrr- n (D* 



3 Dans le cas Dr, ces propriétés d'admissibilité ne sont connues que via le théorème de Faltings. 
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Par exemple, dans le cas Dr, le complexe RTcÇM^^ ,Qi) p est canoniquement isomorphe au complexe 

RT c (Q,g~ 1 , C p ) où C p est un système local /-adique associé à p. Les complexes RT c (M. d ^ K , Qi) p , pour 
p G Iir^{D^/w z ) sont eux aussi scindables dans D b (Qi(GDj), ce qui permet d'écrire leurs algèbres 
d'endomorphismes sous la forme 

End Dbm) (RT r XM d/K M l ) P )^($Exi^(Hl{M d/K M l ) P ,Hm d/K M l ) P 

le produit sur le Q r espace vectoriel de droite étant donné par le U-produit. Cette fois, c'est la théorie des 
représentations de Gd/vo 1 ' qui permet de décrire complètement ce U-produit, et par conséquent permet de 
décrire l'algèbre des endomorphismes de RT C . Pour énoncer le résultat obtenu, fixons p € Irr^ (D£ /ce 2 ) 
et notons (o>,V ffp ) la représentation Sadique de Wk associée à p par correspondance de Langlands et 
fonctorialité de Jacquet-Langlands : il s'agit d'une représentation indécomposable de dimension d et 
l'algèbre engendrée par l'image de Wk dans Endq^ (Kr p ) est une algèbre triangulaire par blocs que nous 
noterons A p . Le calcul de U-produits mentionné ci-dessus montre alors fcf l7.2.8|) 

Proposition 1.2 Sous les hypothèses de la proposition précédente, il existe un isomorphisme de (Q ; - 
algèbres 

End Db(SS) (RT c (M d/K ,Qi)p) ^Ap. 

On veut ensuite élucider l'action de Wk sur le facteur RY c (M. d ^ K , Qi) p . Pour des raisons très générales, cf 
HU.1.4l i1. puisque l'action de l'inertie sur les (-ff')p es t potentiellement triviale (par la description de Boyer- 
Harris) alors celle sur le (RT c ) p est potentiellement unipotente. Par contre une propriété de "continuité" 
sera nécessaire pour montrer qu'après restriction à un sous-groupe d'indice fini, l'inertie agit par son 
quotient Z-adique et "par l'exponentielle d'un endomorphisme nilpotent N p " ; c'est là que nous aurons 
besoin de l'admissibilité de la cohomologie entière (hypothèse ii) de|5J|. Pour décrire alors précisément ce 
N p , nous aurons besoin de minorer son ordre de nilpotence et pour cela nous utiliserons l'hypothèse iii) du 
théorème^] c'est-à-dire la validité de la conjecture monodromie-poids pour certaines variétés uniformisées 
par les M%f >n jw % . 

/ d/K \ x 

En notant 7 : Wk — > ^ nc ^D b ((TD) ( RT C (A4 ,Qi) P \ le morphisme de groupes donnant l'action de 
Wk sur RY c {M d ^ K , Qi) p , on obtient la description suivante, cf \7. 4.121 

Proposition 1.3 Supposons les Zi(GD) -modules H^iM^^ j , Z;) admissibles et supposons la conjec- 
ture monodromie poids vérifiée pour (certaines) variétés uniformisées par les A4 f^f^/ro 2 . Alors il existe 
un isomorphisme d' algèbres rendant le diagramme suivant commutatif 



End Dbm} (Rr c (M% r K /w^Qdp) ~^A P 




Dans le cas p — 1, le complexe à étudier est simplement i?r c (il^- 1 ,Q;)- En utilisant la propriété de 
réduction semi-stable des variétés uniformisées par Vl d K ^ 1 et la suite spectrale de Rapoport-Zink-Steenbrink, 
on peut minorer l'ordre de N et montrer la proposition ci-dessus sans recours à la conjecture Monodromie- 
Poids. Au contraire, on en déduit ensuite une nouvelle preuve de la conjecture MP dans ce cas, cf 12. 2.161 
A partir de cette proposition, le théorème [B] se prouve en utilisant à nouveau le calcul explicite des 
extensions entre représentations elliptiques et de leurs U-produits. Nous n'en disons pas plus dans cette 
introduction car cela nous plongerait dans la combinatoire de ces représentations. Néanmoins, le lecteur 
aura compris qu'une fois admis les résultats profonds et difficiles de Boyer et Faltings, ce calcul explicite 
est la clef de la conjecture El En fait, au moyen de la théorie de Bushnell-Kutzko, ce calcul pour les 
représentations elliptiques se ramène à celui pour les sous-quotients irréductibles de la représentation 
C^?(Gd/ B) où B est un sous-groupe de Borel . Ce dernier calcul a un sens sur un groupe réductif p-adique 
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quelconque. Il est effectué dans la partie 01 dans le cas déployé. On utilise la paramétrisation des sous- 
quotients irréductibles de C^?(G/B) par les sous-ensembles de l'ensemble S des racines simples d'un tore 

maximal T de B dans Lie(_B) donnée par 



JDI 



où Pj est le parabolique contenant B associé à I, fc/ 13. 1.3(1 . Alors l'énoncé principal de la partieOlgénéralise 
des résultats antérieurs de Borel, Casselman et Schneider-Stuhler : 

Théorème 1.4 Supposons G semi-simple et posons 5(1, J) = \I U J| — \I H J\ pour I, J Ç S . 
i) Soient I, J deux sous ensembles de S, alors : 



Ext* G (717,71-,/) 



2, si * = 5(1, J) 
si * ^ 6(1, J) 



ii) Soient I,J,K trois sous- ensembles de S tels que 5(1, J) + ô(J,K) = 5(1, K), alors le cup-produit 
U : Ext^ IJ) (m, ttj) ®q Extf> K) (ttj, ttjc) — Extg 1 '* (ttj, tt k ) 
est im isomorphisme. 

En fait, le théorème l3. 1 .41 est énoncé pour des coefficients plus généraux que Q ; . Signalons que le point i) 
a été obtenu par Orlik dans |50| . par une méthode plus directe et moins explicite que la notre. 

Revenons maintenant au cas LT de la conjecture ^ La stratégie que nous avons esquissée à travers 
les trois propositions ci-dessus fonctionne de la même manière jusqu'à la définition de N p (incluse). Le 
problème est alors de trouver un moyen pour minorer l'ordre de nilpotence de N p ; on ne peut plus 
uniformiser "à niveau fini" comme dans le cas Dr. Il serait intéressant de trouver un autre moyen que 
l'uniformisation pour étudier N p . Pour l'instant, je ne vois qu'une stratégie très indirecte consistant à 
relever au niveau des complexes l'énoncé cohomologique principal de Faltings dans |28j : 

Les Ga x x Wx-modules H^M^^ ,Zi) et H l c (M d /^ sont isomorphes. 

En fait cet énoncé cohomologique est annoncé comme conséquence d'un énoncé géométrique qui s'- 
exprime en termes de schémas formels. A la lecture de |28j et après discussions avec Fargues, on peut 
espérer : 

Conjecture II existe une équivalence de topos $ : (pf/j? , JhT)et > (P^f JDr)7t envoyant les 

faisceaux constants sur les faisceaux constants et un isomorphisme de fondeurs 

T c (M d l K n , <*>(-)) ^ r c (M d L ^ n , -). 

Remarquons seulement que si les pro-espaces et M. d j[^ étaient de "vrais" if-espaces analytiques 

Gd x x Wk -isomorphes, alors en notant simplement M. d ^ K ces espaces, les propriétés des morphismes 

de périodes permettraient d'identifier M. d / K j J Dr — > Pif^ e t M. d l K j Jlt — ► P%^ > et l'énoncé ci-dessus 
serait une conséquence formelle de ces identifications. Mais ce n'est pas si simple... Quoiqu'il en soit, cette 
conjecture impliquerait bien-sûr l'existence d'un isomorphisme W/f-équivariant dans D b (Qi(GD)) 

RT c (M d ^Mù - BT c (M d jl?Mil 
de sorte que la validité de la conjecture^ pour impliquerait la même pour M. d j[^ . 

Décrivons succinctement le contenu des diverses parties. Le but de la première partie est d'exposer 
les principales idées de ce texte en les débarassant au maximum de toutes les difficultés techniques. On y 
traite une variante (moralement un cas particulier) de la conjecture ^ concernant l'espace symétrique 
tljf 1 de Drinfeld (c'est-à-dire, essentiellement M^^q). Le résultat principal 12.1.61 est inconditionnel 



et sa preuve sert de modèle pour le cas général; on y admet certains résultats techniques démontrés 
ultérieurement, comme le calcul d'extensions dans la série principale, l'existence du formalisme Z-adique 
"lisse", et quelques critères de scindages d'un complexe. On y redémontre aussi le théorème d'Ito sur la 
conjecture monodromie-poids pour les variétés uniformisées par fi'^T 1 . 

A partir de la troisième partie, l'exposition est plus linéaire. La partie 01 contient le calcul d'extensions 
et de U-produits entre sous-quotients irréductibles d'une induite de Borel pour un groupe p-adique réductif 
déployé. Le lecteur désirant accéder au plus vite à la preuve du théorème El devrait se contenter de lire le 
résultat principal. 

Dans la partie 01 on définit et caractérise les représentations elliptiques et on explicite leur comporte- 
ment à travers les correspondances de Langlands et Jacquet-Langlands. Beaucoup de choses y sont bien 
connues. 

La partieElparle de cohomologie étale d'espaces de Berkovich. Une grande part consiste à exposer des 
résultats de Berkovich lui-même. Les deux seules innovations sont l'introduction d'un RT C "lisse" Z-adique 
pour un espace muni d'une action continue d'un groupe, et le relèvement de la suite spectrale de type 
Hochshild-Serre de Fargues dans |29| au niveau des complexes de cohomologie. Le lecteur pressé devrait 
se contenter de lire les définitions du paragraphe 15 . 2 . 4l et l'énoncé de 15.3. Il 

Dans la partieElon rappelle la définition des espaces de Drinfeld et Lubin-Tate adaptée à la conjecture 
El Puis on définit le RT C comme esquissé dans cette introduction, en utilisant le formalisme de la partie 

m 

La partie contient la preuve proprement dite du théorème El après quelques préliminaires sur les 
scindages et les endomorphismes de complexes qui sont certainement bien connus des spécialistes. 

Dans la partie |S1 on revient sur l'exemple du demi-plan : nous donnons un analogue du théorème 
principal de |21 à coefficients dans un anneau de torsion " fortement banal" . 

Dans le premier appendice, nous présentons un nouveau calcul de la cohomologie à supports compacts 
de f% 1 valable aussi pour les coefficients Z-adiques. 

Enfin on a renvoyé au second appendice quelques preuves qui nous semblaient alourdir inutilement le 
texte. 

Je remercie chaleureusement M. Harris pour les nombreux échanges à propos du contenu de ce texte et 
pour m'avoir communiqué sa conjecture ainsi qu'un article en préparation avec Taylor. Je remercie aussi 
V. Berkovich pour m'avoir permis d'inclure certains de ses résultats non publiés et P. Boyer qui a essayé 
de m'expliquer son résultat. J'ai aussi été aidé au cours de ma rédaction par de nombreuses conversations 
avec L. Fargues, G. Henniart, B.C. Ngo, S. Orlik et M. Strauch que je remercie tous. Les idées principales 
de ce texte sont apparues au cours de longues discussions avec Alain Genestier qui m'a tout appris sur 
ce sujet. Sans lui, pas une ligne n'aurait été écrite. Ces discussions ont été permises par l'environnement 
exceptionnel de l'IHES ; je remercie cet institut pour sa longue hospitalité et Laurent Lafforgue pour m'y 
avoir invité en compagnie de ceux que je viens de remercier. 

2 L'exemple du demi-plan 

Le "demi-plan supérieur" ou "espace symétrique" de Drinfeld apparaît dans |25| où il est défini comme 
un sous- if-espace analytique rigide de l'espace projectif. Ses points sont donnés par 

où TLk désigne l'ensemble des hyperplans if -rationnels de P d_1 . Nous désignerons par le même symbole 
fi^ 1 le if -espace analytique de Berkovich correspondant dont on trouve une description dans ; ses 
points s'identifient à des classes d'équivalences de semi-normes multiplicatives sur l'anneau de polynômes 
K[Xq, • • • , Xd-i] dont la restriction au sous-espace des polynômes homogènes de degré 1 est une norme. 

L'espace analytique est naturellement muni d'une action de Gd = GLd(K) triviale sur le centre, 
qui est continue au sens de |U par. 6-7]. Le changement de base Q't~ l ' ca := Çl d I ^ 1 ®KK ca est aussi muni 
d'une action continue du groupe de Weil Wk de K (et même de son groupe de Galois). 
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Comme on l'a annoncé dans l'introduction, le but de cette partie est d'exposer le plus rapidement 
possible dans un cas particulier simple, les arguments que nous utiliserons dans la partied Nous utilisons 
en particulier le théorème principal d'Ito dans |41j . Nous montrerons dans la partie |H1 comment se passer 
de, et redémontrer, ce théorème. Nous généraliserons aussi en remplaçant les coefficients Q; par un anneau 
de torsion "fortement banal" au sens de EU 

Convention hérétique : Suivant l'usage, notons Zj(l) := lim (/j,^ (K ca )) le Zj-torseur des /-racines de 
l'unité. Pour rendre certaines formules plus concrètes, nous fixons une fois pour toutes un générateur 
topologique [i de Z;(l). Cela nous fixe aussi un isomorphisme de Zz-modules /i* : Zz(l) — > Zz qui 
transporte l'action naturelle de Wk sur Zr(l) sur le caractère | — | de Wk trivial sur l'inertie Ik et qui 
envoie tout relèvement de Frobenius géométrique <fi sur g . 

2.1 Énoncé du théorème 

Dans [IHj) Schneider et Stuhlcr ont calculé les groupes de cohomologie (sans supports) de Vl d K ~ 1 pour 
toute théorie cohomologique satisfaisant certains axiomes. La cohomologie étale de Î7^ 1,ca à coefficients 
dans un anneau de torsion première à p définie par Berkovich dans [3] satisfait ces axiomes. Cependant, la 
cohomologie sans supports présente deux inconvénients : elle ne fournit pas des représentations lisses de 
Gd et de plus il n'existe pas à ce jour de définition de la cohomologie Z-adique. En revanche, on sait par des 
résultats généraux de Berkovich (voir partieEJ) que la cohomologie étale à supports compacts est lisse pour 
l'action de Gd, et on sait en donner une (des) version(s) Z-adique(s), lisse elle aussi. Par le même principe 
de calcul (cohomologie d'un arrangement d'hyperplans projectifs), il est facile de déduire de |56| ce qu'est 
la cohomologie à supports compacts H l c {Çt d K ~ 1 ' ca , A) lorsque A est de torsion. C'est aussi un cas particulier 
du preprint d'Orlik. Le passage aux coefficients Z-adiqucs pose de nouveaux problèmes. Bien qu'il 
ne fasse aucun doute que le résultat de Schneider-Stuhler que nous décrivons ci-dessous reste vrai, nous 
donnerons dans l'appendice un calcul par une méthode différente de celle de Schneider et Stuhler et qui 
fonctionne pour les coefficients Z-adiques. 

Afin de décrire ces espaces de cohomologie, nous introduisons les "représentations elliptiques de la 
série principale". Par définition, ce sont les sous-quotients irréductibles d'une induite droite Ind^ (Q ; ) 
de la représentation triviale d'un sous-groupe de Borel B de Gd- 

2.1.1 Rappel de classification : Fixons T C B un tore maximal d'un sous-groupe de Borel et S l'ensemble 
des racines simples de T dans Lie(-B). On a une bijection naturelle 

{Sous-ensembles de S} —y {Sous-groupes paraboliques contenant B} 
IQS ~ Pj:=Z Gi (n a6I Jœra).fl 

telle que P$ = B et P$ — Gd- On sait alors, voir ^2 X 4.6-4.11] et le rappel dans la partieOl que l'induite 
Ind^ (Qz) a un unique quotient irréductible que nous noterons ttj, que c'est un sous-quotient irréductible 
de Ind^" 1 (Q ; ) puisqu'on a une injection canonique Ind^ (Q ; ) C Ind^" 1 (Qz), et que l'application 

{Sous-ensembles deS*} — * {Sous-quotients irréductibles de Ind^ (Qz)} 

I C S I— * 7TJ 

est une bijection. En particulier, 7T0 est la représentation de Steinberg et irg est la représentation triviale. 

Pour énoncer le résultat de Schneider et Stuhler, il convient de numéroter S, i.e. de fixer une bijection 
S — > {1, • • • , d — 1}. On le fait de telle sorte que pour i € {1, • • • , d — 1}, le parabolique Ps\u\ soit 
le stabilisateur d'un sous-espace de dimension i, pour l'action naturelle de Gd = GLd(K) sur K d ; cela 
revient à numéroter la sur-diagonale "de haut en bas". Notons toujours |.| le caractère de Wk qui envoie 
les Frobenius géométriques sur g -1 . 

Théorème 2.1.2 (Schneider-Stuhler ]5b^ et \9.1.1}) Pour i = 0, • • • , d — 1, il existe des isomorphismes 
Gd x Wk -équivariants 

Ht 1+l (n d K 1 ' ca ,Q l )-^Tr {h ... M ®\.r 
Nous conviendrons que pour i = 0, la représentation 7i\n ...n est 7rg. 
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2.1.3 Correspondance de Langlands pour les 7Tj : Nous allons décrire la représentation continue Sadique 
de Wk associée à 717 par correspondance de Langlands. L'espace de la représentation sera V := Q; dont 
nous noterons e , • • • ,e<j_i la base canonique et Eij G End^ (V) la base correspondante. Pour chaque 
/ Ç S, on note Ni l'endomorphisme nilpotent de V défini par 

Ni := ' < 

où I e := S \ I désigne le complémentaire de I dans S et I e est l'image de I e par l'application x G 
S ~ {1, • • • , d — 1} t— > x := d — x. (Sa, été numéroté au paragraphe précédent. Plus conceptuellement 
l'application est — wq si u>o est l'élément de plus grande longueur du groupe de Weyl). On définit d'abord 
une représentation semi-simple r| s (indépendente de I, en fait) de Wk sur V en posant 

r? s (w)(ei) = M"**- 

On choisit ensuite un relèvement de Frobenius géométrique </>, ce qui nous permet d'écrire tout w € Wk 
sous la forme unique w = <t> v ( w H$(w) où v{w) e Z et i^(w) G Ik (inertie). On a alors \w\ = q~ v ^ w \ 
Notons maintenant 

t M : Jjf -ÎUZ,(1)-CZ, 

où est la projection vers le /-quotient de Ik- Un calcul rapide montre que pour chaque I Ç S, la formule 

rf» := Tf»exp.(A^( î0 («;))) 

définit une représentation de Wk ■ Comme la notation le suggère, celle-ci dépend du choix de 4> et fi mais 
un autre calcul (un peu moins rapide, c/£23, 8.4.2]) montre que sa classe n'en dépend pas. Nous noterons 
donc simplement tj cette classe. Nous montrerons en 14.2.71 que la correspondante Udij^i) de 717 par la 
correspondance de Langlands est la (classe de la) représentation ad(^i) = tj <8 U^ 5- - 

Remarque : on calcule que la contragrédiente de (tj ® |-|^~) est tj® \.\~^~). Par compatibilité de la 
correspondance à la contragrédiente, on voit alors que 7r/ = 7Tj. Nous montrerons l'analogue pour un 
groupe déployé général dans le point iv) du lemme 13.3.31 

2.1.4 Le complexe de cohomologie : Notons PGd '■= PGLd(K). L'action de Gd sur fl c ^~ 1 ' ca se factorise 
par PGd- Notons aussi D b (Q) l PGd) la catégorie dérivée de la catégorie abélienne des (^-représentations 
lisses de PGd- Les résultats de la partie permettent de définir un complexe 

izr c (fi* 1,0O ,^i) e D'^PCd) 

muni d'une action de Wk, et dont les espaces de cohomologie s'identifient canoniquement aux espaces 
H'ç(fl'^ 1 ' ca ,Q l ). Une propriété importante de ce complexe est la suivante : supposons que F C PGd soit 
un sous-groupe discret et sans torsion de PGd, On sait alors que T agit librement sur fi^ -1 et qu'on 
peut munir Q^T 1 /T d'une structure de if-espace analytique telle que le quotient f% 1 — ► Ct^ 1 /T soit 
un revêtement analytique Galoisien. Dans ces conditions, la proposition 15.3.41 montre l'existence d'un 
isomorphisme IFif-équivariant dans D b (Qi) 

(2.1.5) ®| [r] nr c (si^ 1 ' ea t Q l ) rt^q^/tMi) 

où nous avons fait l'abus de noter encore RY c (Çl d j^ 1,ca , Q z ) G D b (QiT) l'image du complexe précédemment 
défini par le foncteur "d'oubli" D b (Q l PGd) — > D b (QiT), où le produit tensoriel est pris pour l'augmen- 
tation Q;[r] — > Qj, et où nous avons noté RT c (Çlj7 tCa /T, Q ; ) e D b (Q l ) le complexe de cohomologie de 
l'espace fi^ _1 ' ca /r. 

Rappelons que nous avons défini dans l'introduction le foncteur 

H* : £> b (Q/) -> {Q; - espaces vectoriels} 

Le but de cette partie est d'expliquer la preuve du théorème suivant, qui est une variante dans un cas 
particulier de la conjecture El 
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Théorème 2.1.6 Pour tout I C S, il existe un isomorphisme Wk -équivariant 

H*{RHom DmiPGi) (iffe^- 1 ' 00 ,^,),^)) ct^tt/) ® |.|^. 

2.2 Action de Wk sur I e complexe de cohomologie 

Dans cette section, nous noterons 7 : Wk — * End D b^ PGd ^ fiïr c (0^~ 1,ca , Qi)j le morphisme qui 

définit l'action de Wk sur i?r c (f2^~ 1,ca , Q;). La première étape vers le théorème 12 . 1 .61 consiste à montrer 

que le complexe RT c (Çl K ~ 1,oa , Q z ) est scindable. 

Proposition 2.2.1 II existe un isomorphisme dans D b (QiPGd) 

d-1 

Rr c (Q K - 1 ' ca ,q l ) 7r{v . )i} [_d + 1 - i] 

gro induit en cohomologie les isomorphismes de Schneider-Stuhler \2. 1 . 2\ 

Empressons-nous de préciser qu'un tel isomorphisme est loin d'être unique, mais nous en exhiberons 
certains meilleurs que les autres. Nous allons donner deux preuves indépendantes de ce fait. La première 
repose sur un critère général de scindage et sur un calcul explicite des groupes d'extensions entre les 
diverses représentations 717, / Ç S : on obtient un argument purement algébrique qui montre que tout 
complexe de représentations lisses de PGd ayant pour cohomologie les H % c {Çl d I ^ l ca , Qj) est scindable. 
La deuxième est d'origine plus géométrique car on utilise l'action d'un relèvement de Frobenius sur 
RT c (Çl'^~ 1 ' ca , Q;) ; elle donne plus d'informations qui seront utiles par la suite. 

Preuve algébrique : Nous utiliserons le critère suivant permettant de scinder un complexe cohomologique- 
ment borné C* d'une catégorie dérivée assez générale. La preuve est facile et est donnée en llO.ll : c'est le 
corollaire 110.1.31 spécialisé dans notre situation. 

Si pour tout couple (i,j) £ Z 2 , on a Extf^^ 1 fH^C*), 7#(C*)) = 0, alors C* est scindable. 

Pour appliquer ce critère, nous utilisons le calcul des extensions entre représentations du type 717, qui 
est l'objet de la partie c/le théorème 13. 1.41 



Pour tous I, J Ç S, on a 

(2.2.2) ExtpQ (7r/,7rj) 



2, si * = 6(1, J) 
si * 6(1, J) 



où 5(1, J) = \I U J\ — \I H J\ est le cardinal de la différence symétrique de I et J . 

Grâce à ce calcul et à la description de Schneider-Stuhler, on obtient alors pour i,j g {0, • • • , d — 1} 



Extpa^Ht^^K^^Q^Ht^^K^^Qù) = { 



yi-l.cajfv^ „-d_i +1 7 d-l,ca 7% \\ - J VZ SI * = \i - j\ 

si * 7^ \i — j\ 



ce qui implique en particulier que le critère de scindage ci-dessus est vérifié. □ 

Preuve géométrique : Soit cj> un relèvement de Frobenius géométrique. La description de Schneider-Stuhler 
montre que pour i = 0, • • • , d- 1, l'endomorphisme H d ~ 1+l (7(0)) induit par j(4>) sur H^- 1+i (Çî K ~ 1 ' ca , Q t ) 
est la multiplication par q l . On peut alors encore utiliser un résultat très général sur les complexes donné 
par le lemme ITO.1.41 Ce résultat assure que 

i) 7(0) est annulé par le polynôme Tii=o (X — q l ) et par conséquent est un endomorphisme semi-simple 

ii) Il existe un unique isomorphisme comme dans la proposition 

d-1 

(2.2.3) a*: RT c (n<£ 1 ' ca ,Q l )^®ir {lt ... ii} [-d+l-i] 

i=0 

tel que de plus, l'endomorphisme a^ 1 j(4>)a ( f ) de l'objet (B^q 1 —,%} [—d + 1 — i] soit donné par la 
muliplication par q l sur chaque ... iy[—d+ 1 — i]. 
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□ 

Un isomorphisme a comme dans la proposition ci-dessus sera appelé un scindage 4 de RT c {Çl d K ~ 1 ' ca , <Q ; ). 
Tout scindage induit en particulier un isomorphisme 

a* : End Db(PGd) (RT c {Çl^ 1 ' ca , Q,)) End Db(PGd) ^07r { i,..., i} [-t]^ . 

Il se trouve qu'on peut décrire très explicitement le membre de droite. On peut tout d'abord le réécrire 

End DHPGd) l®7T {lj ... )i} H] = l-:x<' r< i (-! i.--..;! - :.• •! ) 

le produit sur le terme de droite étant le U-produit. Or, on peut décrire explicitement le U-produit pour 
trois représentations du type 717 de la manière suivante, voir la preuve dans la partie [3] : 

Soient I,J,K trois sous-ensembles de S tels que 5(7, J) +Ô(J,K) = 6(1, K), alors le cup-produit 

^ ,8(1. J) , \ _ c ,8(J.K) 1 v „ MI,K) , \ 

(2 2 4) U: Ext PG d ( 7T i^J)^Q l Ext PG d VKj,it k ) -> Ext p y Gd > (tt^hk) 

a®[3 i-> /3Ua 

esi un isomorphisme. 

Choisissons alors pour i = 0, • • • , d— 1 des générateurs 

(2.2.5) A,î+i G Ext PG d 
et posons pour tous 0^i<j^d — 1 

A,j : = u • • • u Pj-1,3 € Ex tp~G d ( 7r {i,-,j}> 7r {i,~,i}) ■ 

C'est donc un générateur du Q r espace vectoriel de droite. Enfin pour i = 0, • • • , d — 1, soit l'élément 
unité de l'anneau Ext° PGd (7r.n i ... i j}.,7r.n ....a). Notons maintenant 7^ la Q r algèbre des matrices d x d 
triangulaires supérieures, dont nous notons (7?y )o<ï<j<d-i l a base "canonique". Nous avons tout fait 
pour que l'application (Q r linéaire 

(2.2.6) ^ : Td ©o^i<j^-i Ext PG d ( 7r {i, -j}' 7r {i, -,*}) 

75,: j 1— * /3y 

soit un isomorphisme d'algèbres. Celui-ci dépend du choix de générateurs !2 .2.51 : un autre choix reviendrait 
à conjuguer par une matrice diagonale. 

Tout scindage a de RT c (il d ^ 1 ' ca , Q t ) et tout choix de générateurs !2 . 2 . Sl induisent donc un isomorphisme 



On veut maintenant expliciter l'action de Wk sur RT c {Vt K 1,ca ,Q/) au moyen d'un tel isomorphisme. 
Remarquons que les représentations rf : Wk — ► Bnd^ ( ï uc nous avons explicitement définies en 

12. 1.31 se factorisent par des morphismes rf' 11 : Wk — * 7^. 

La deuxième étape importante vers le théorème 12 . 1 . 61 est 
Proposition 2.2.7 Pour tout relèvement de Frobenius géométrique <fi, il existe un unique scindage 
de KT c (n K 1,ca ,Q;) et un unique choix de générateurs \2.2.!\ définissant un isomorphisme flfan comme en 

\2.2.fil tels que le diagramme suivant soit commutatif 

End Db(PGd) ( R r c (n d - l < ca ,®i)Y^T d 



W K 

De plus, le choix de générateurs (et donc flc/,.^) est en fait indépendant de cj>. 



4 La terminologie adoptée ici coïncide bien avec celle de la section HO.!! malgré la formulation légèrement différente. 
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Rappelons ici que Tjj correspond à la représentation "spéciale" (indécomposable) de dimension d de 

Wk- En particulier cette proposition montre que l'inertie n'agit pas trivialement sur RT c (Çl K ~ 1 ' ca ,Qi) 
bien qu'elle agisse trivialement sur les groupes de cohomologie. 
La preuve de cette proposition occupe le reste de cette section. 

2.2.8 Définition du N : Notons AT le noyau du morphisme d'algèbres canonique 

End DHPGd) (RT^-^Mù) ™Y[End PGd {Çl d ~ l ' ca , Q,)) 

i=0 

Le point i) du lemme 110.1.41 montre dans un contexte général que Af est formé d'éléments nilpotents 
d'ordre ^ d, mais dans le cas présent c'est aussi une conséquence claire de la description explicite de 
End D b( PGd ) (^RT C (Q K ~ 1 ' ca ,Q t )j donnée ci-dessus. 

Comme l'action de Wk sur les groupes de cohomologie provient de celle sur le complexe RT C , la 
description de Schneider et Stuhler implique en particulier que "/(Ik) C 1 + TV. Un scindage a et un choix 
de générateurs (3 arbitraires induisent un isomorphisme (3~ 1 a Sf du groupe 1+7V sur le groupe multiplicatif 
des matrices unipotentes dans 7^. On en déduit une structure de Qj-groupe de Lie unipotent sur 1 + TV, 
structure qui ne dépend pas de ces choix. On voudrait montrer que le morphisme 7 : Ijç — ► 1 + Af est 
continu. Pour cela remarquons qu'il se factorise par 

I K — ► End DHPGd) (RT c (n K - 1 ' ca ,Z l )) ^End DHPGd) (iO^n*" 1 ' 00 ,^)) 

où le deuxième morphisme est obtenu par fonctorialité via le foncteur — <S>Zi Qi- D'après 19.1.11 (et morale- 
ment d'après Schneider-Stuhler), on a : 

Ht 1+i (n d K - 1 ' ca ,Zi) = c°°(G d /p {lr ..., i} ,z l )/ ]T ^(c/P/.z,), 

en notant C°°(— , Z/) les fonctions localement constantes à valeurs dans Z/. Par |561 Thm 6.8], on sait que 
ces représentations de PGd admettent des résolutions par des représentations induites à supports compacts 
de ^-représentations finies de sous-groupes ouverts compacts. Comme par ailleurs ces représentations sont 
Zj-admissibles, on en déduit (cf preuve du lemme Iïïl4. 151 pour les détails) que le Z/-module 

End Db{PGd) ^RT c (Cl K ~ 1 ' ca ,Zi)j 

est de type fini. 

Revenons au morphisme 7 : Ik — ► 1 + Af. On vient de voir que son image est incluse dans un 
sous-groupe profini du groupe de Lie 1 + Af. Un tel sous-groupe est nécessairement pro-Z et 7 est automa- 
tiquement continu ; il s'ensuit qu'il se factorise par le quotient Z-adique de Ik '■ 

7: Ik^1i^I+N. 
Posons alors := log(7„(l)) G Af, la densité de Z dans Z; montre que 

Wi e I K , = exp(N^(i)). 
Si w € W, en écrivant la formule ci-dessus pour wiw~ 1 , on constate que satisfait l'équation 
(2.2.9) -/HN^iwy 1 = ff -"(»)jV M = |to|iV^. 

2.2.10 Diagonalisation du Frobenius et choix du scindage : La proposition que l'on veut démontrer 
comporte une assertion d'unicité. En ce qui concerne le scindage, nous n'avons pas d'autre choix que de 
prendre celui de 12.2.31 puisque c'est l'unique scindage qui " diagonalise" <fi, au sens où pour tout choix de 
/3, la matrice p~ 1 a^ Sf ((j)) est diagonale d'éléments diagonaux P~ 1 a^(4>)ii = q 1 pour % = 0, • • • , d — 1. 
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Il résulte alors immédiatement de l'équation 12 . 2 . 91 que l'image de est de la forme /? 1 a l p*(N f j,) = 
£i=i a i^i—i,i- En conjuguant par une matrice diagonale, ce qui revient à changer (3, on peut de plus 
supposer que les a* sont nuls ou égaux à 1. 

En résumé, on a donc trouvé le scindage et un (3$,^ tels que pour un certain ensemble / Ç S, le 
diagramme 



End Db(PGd) (iff^îî^r 1 "»,^)) 




est commutatif. Nous allons maintenant prouver que / = 0. Il suffit pour cela de montrer que l'ordre de 
Nfj, est d. 

2.2.11 Uniformisation et pureté : Soit T un sous-groupe discret sans-torsion et cocompact dans PGa- 
On sait depuis Mustafin 0H| que le quotient VL^ 1 /Y que nous avons déjà évoqué plus haut s'identifie dans 
ce cas à l'analytification d'une variété propre et lisse sur K . Par les théorèmes de type GAGA de Berkovich 
PJ 7.1], les groupes de cohomologie H l (SÏ'^~ 1 ' ca /T, Q z ) sont donc des représentations de dimension finie 
Sadiques continues de Wk et sont par conséquent munis d'une filtration de monodromie et d'un opérateur 
nilpotent correspondant (par le théorème de Grothendieck) . Ces opérateurs sont fonctoriellement induits 
par l'opérateur 7V M que nous avons défini sur RT c (Çl K 1,La ,Qi), via les isomorphismes WV-équivariants 



que l'on déduit de !2.1.5l Si a est un scindage de RT C , il induit des isomorphismes de Q r espaces vectoriels 



HP{Q ^,oa /TjQi) ^ 0lbr^_ rf+1 _ i (Q i ,7r {1 ,., i} ) 

i=0 

~ (§Ext d r - 1+l - p (n { ^. M ,® i y 

- 0Ext^ +i " p ^ {1 ,., î} ,C°°(G rf /r,Q ; ))* 



i=0 

On a bien-sûr utilisé et dérivé l'isomorphisme 

Hom r (V,Qi) - (V ®® l[r] Qi)* 

puis on l'a dualisé grâce à la finitude des dimensions de tous les espaces en jeu, et on a utilisé le lemme 
de Shapiro. Si on a pris soin d'utiliser le scindage de 12.2.31 alors l'action de 4> sur I e facteur associé 
à l'indice i est la multiplication par q % . En particulier, supposons que iyq C°°(PGd/^,Qi), ce qui est 
vérifié au moins pour T "assez petit" (peut-être pour tout T?). Alors la formule 12 . 2 . 21 montre que lorsque 
p = d — 1, chacun des termes 

Extp^ (7r {ll ... l4}) C °(PG (l /r,Q I ))* 
est non-nul. En particulier, on a donc 

(2.2.12) Gr^~ 2 (H d - 1 (n d - 1 ' ca ,Q l )^ ^ 

en notant Gr\y le gradué pour la filtration par les poids (dont la définition est rappelée au paragraphe 



131 

À ce stade, nous pouvons conclure la preuve de A^ _1 ^ en invoquant le théorème suivant 
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Théorème 2.2.13 (Ito, la conjecture monodromie poids (cî \7.4-$ est vraie pour les représentations 
l-adiques H t (Q d K 1 ' ca /T,Q l ). 

En effet, par la forme éauivalcntc l7.4.4| de cette conjecture et 12 . 2 . 1 2l ci-dessus . on obtient que la puissance 
d— 1-ème de l'opérateur de monodromie de H d ~ x (fl d ^~ 1 ' ca /Y , (Q/) est non-nulle, donc a fortiori N^ 1 ^ 0. 

Mais on peut aussi se passer d'invoquer le théorème d'fto, car la propriété que l'on veut prouver peut 
se déduire "simplement" de la suite spectrale de Rapoport-Zink et ne nécessite pas l'étude plus difficile 
de cette suite spectrale dans 01]. L'argument qu'on va utiliser n'est pas nouveau; il a été utilisé par 
Mokrane dans 01j et était certainement connu de Rapoport-Zink. Il m'a été signalé par Ngo Bao Chau 
que je remercie vivement. Commençons par quelques "rappels". 

2.2.14 Rappel sur la suite spectrale de Rapoport-Zink : Soit X un 0if-schéma propre et régulier de 
dimension relative n tel que X := X Xq k K soit lisse et Y := X ®o K h s °it un diviseur à croisements 
normaux dans X, somme globale de diviseurs Yi lisses sur k, pour i G I ensemble fini. Suivant Rapoport- 
Zink [S^j, notons 

JÇI,\J\=m \i£J / 

est une somme de k- variétés lisses de dimension n+l — m. D'après [221 Satz 2.10], il existe une suite 
spectrale H^-équivariante 

E -r,q+r = Q ff? _ r _ 2fc( . y ( r+2/s+ i) )CQj ^ ^ | _ |_ r _fe ^ H 1^ X ca , Q,) 
fc^SUp(0,-r) 

telle que 

i) les différentielles d~[ r ' q+r sont des sommes alternées de morphismes de restriction et de morphismes 
de Gysin, voir ci-dessous un énoncé plus précis dans les cas r — ±n qui nous intéresseront. 

ii) le terme E^ r,q+r est pur de poids q + r et donc la suite spectrale dégénère fortement en E 2 , i.e. 
d 2 = 0. 

iii) ( 53, Satz 1.11]) l'action de i £ Ik sur l'aboutissement est donnée par (1 + 1/) où v est l'endo- 
morphisme de la suite spectrale défini par 

— r.q+r X y i 

V l — 2_^, -ia fl -,_ r _2fc(y(r + 2fc + l),cO i Q ! )) • 

fc^SUp(0,-r+l) 

En particulier, puisque v n+1 = 0, si N désigne l'opérateur de monodromie de H q (X ca ,Qi), alors on 
a N n = v n sur le gradué de la filtration d'aboutissement. 

Lemme 2.2.15 Avec les notations précédents, les assertions suivantes sont équivalentes : 

1) N n ^ sur H n {X ca M{), 

u) Eï n ' 2n = kcr{d- n ' 2n ) ^0, 

m) Gr%(H n (X ca Mi))^0- 

Preuve : Comme la suite spectrale dégénère en E 2 , et que E^ n ' " est le seul terme de poids 2n, les points 
ii) et iii) sont équivalents. De plus tous les E± , ' q+r sont de poids compris entre et 2n et par conséquent 
TV™ est non nul sur H n {X ca ,Q l ) seulement si Gr 2 ^(H q (X ca , Q,)) est non-nul, c'est-à-dire i) iii). 

Prouvons maintenant que ii) i). Sous l'hypothèse ii), on a en particulier E^ n ' 2n 7^ et donc le 
0-squelette est non vide. Par définition, la différentielle d~{ n,2n et l'opérateur v s'insèrent dans le 

diagramme suivant : 

E - n ,2n = H 0(Y(^\Q l )' / ^^H (Y( n + 1 \Q l ) = E?'° . 



E -n+l,2n = H 2ÇY(n)^Q^ jjO (y (n) ) Q ; ) = gf-l,< 
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D'après les rappels ii) et iii) au-dessus du lemme, pour montrer que N n ^ sur l'aboutissement, il suffit 
de prouver que l'application induite par v n sur le terme Ei 

E~ n ' 2n = ker{d- n > 2n ) — » E2' = coker (d?" 1 ' ) 

est non nulle, ou encore que irer (cfj~ n ' 2n ) Ç im(d™~ ' ). Or le morphisme d\ n ' 2n est une certaine somme 
alternée (dépendant de la combinatoire d'intersection des Yi) de morphismes de Gysin, tandis que d"~ 1,0 
est une certaine somme alternée de morphismes de restriction. Par définition, ces deux morphismes sont 
adjoints pour la dualité de Poincaré entre H 2 (Y^ ,Qj) et H°(Y^ n \Qi), resp. la forme bilinéaire "de 
Poincaré" sur H°(Y ( - n+1 \Q l ). Pour montrer que N n j^z sur l'aboutissement, il suffira donc de prouver 
que ker(d^ n,2n ) Ç. ker(dï n ' 2n )- L . 

Or, les trois espaces H°(Y { - n \ Q z ), H 2 (FW,Qj) et H°(Y ( - n+1 \Q l ) admettent des bases "canoniques" 
indexées par les composantes connexes de resp. y(" +1 ), et ont donc chacun une Q-structure "canon- 
ique" que nous noterons " H l (Y^ n+ ^ , Q)" . De plus, le morphisme d^ n ' 2n par définition respecte ces (re- 
structures, de sorte que kei(d^ n ' ™) provient d'un Q-sous-espace de "if°(y( n+1 ),Q)". Enfin, la dualité 
de Poincaré sur H°(Y { - n+1 \Q l ) provient par définition d'un accouplement sur " H°(Y^ m 1 -',Q)" qui y est 
visiblement défini positif. 

On en déduit que pour montrer que N n 7^ sur l'aboutissement, il suffit de prouver que ker(dï n,2n ) 7^ 
0. C'est-à-dire ii) ^ i). □ 

Revenons maintenant à la variété X :— f2^ 1 /r pour T discret cocompact tel que la représentation 
de Steinberg apparaisse dans C°°(G/T). Soit Q^T 1 le modèle formel semi-stable (défini par Deligne, cf 
[T2*] par exemple) de fiï -1 . On sait que le schéma formel quotient Ù!^ 1 /T s'algébrise en un O^-schéma 
X et que quitte à rapetisser un peu Y pour qu'il agisse "très" librement sur l'immeuble, X satisfait les 
conditions de l2.2.14l avec n = d—1. Mais d'après 12. 2. f 21 le lemme précédent montre que N^ 1 7^ et clôt 
la preuve de la proposition 12. 2. 71 

Il n'est pas difficile alors d'en tirer une nouvelle preuve du théorème d'Ito 
Corollaire 2.2.16 La conjecture monodromie poids (cî \7.^.^ est vraie pour les représentations l-adiques 
H i (p^ 1,ca /T,'Qi). 

Il suffit pour cela d'appliquer la proposition l7.4.1ïl aui donne les arguments nécessaires dans le cas général. 

2.2.17 Unicité du choix de générateurs de 12.2. 5j : La discussion qui précède nous a permis de trouver 
un (3$^, associé à un certain choix de générateurs, rendant commutatif le diagramme de la proposition 
12.2.71 Changer ce choix revient à conjuguer (3$,^ par une matrice diagonale non centrale. Or, ft^ jot$»(N ^ 
est un nilpotent régulier donc son centralisateur dans le groupe des matrices diagonales est justement le 
sous-groupe des matrices centrales. On en déduit l'unicité de /3<^ M . 

Montrons maintenant que /3<^ M est indépendant de <fi. Soit i € Ik, rappelons que par |2.'il 8.4.2] on a 

y W G W K , r?(w) = 4»(ï)^r^(w)T^(i)^ï. 

De même, en utilisant la propriété 7(0)7(î)7(</ , )~ 1 — 7(*) ? e ^ I e fait que j(i) est unipotent pour définir 
ses puissances rationnelles, on vérifie que 

a. l( p = o 7(1) ~ . 

A partir de ces deux équations, un calcul montre que 0^,^ fait aussi commuter le diagramme de !2.2.7| et 
par unicité on en conclut que = 

2.3 Preuve du théorème 

Fixons / Ç S, et choisissons un relèvement de Frobenius 4>. Le scindage a$ de la proposition 12.2.71 
induit le premier isomorphismc suivant : 

d-l 

RHom Db( ^ iPGd) (Rr c (n'^ ltCa Mi),^i) ^ RHom D"miPG d ) '{h-, [d-l + i] 

i=0 
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d-l 

~ 0Ext^ } (7r {1) ..., i} ,7rj)[d-l + i -*(»,/)] 

et le second est une conséquence de la formule 12.2.21 : on y a posé ô(i,I) := 8({1,- ■ ■ ,i},I). Soit e; un 
générateur du Q r espace vectoriel de dimension 1 Extp^J (jT{x l ... t iy, 7Tj) . Les (e,), = o,...,d-i forment une 
base de l'espace qui nous intéresse : 

d-l 

Hî :=H* (RHom Db(MiPGd) (iO^n^ 1 '» ~ Q^. 

Celui-ci a donc au moins la bonne dimension. De plus, l'action de <fi est donnée par 

Vi, <j>.ei = q~ l e l . 

L'action de (à droite sur H.}) est donnée par U-produit par l'élément 

d-l d-l 

a»(AT M ) = ^ € 0Ext^ Gd (7r {1) ... ii+1 },7r {li ... ii} ) 

i=0 i=0 

où les /?i,i+i sont le système de générateurs I2.2.ipl associé à l'isomorphisme de la proposition 12.2.71 
On a donc pour tout i = 0, • • • , d — 1 

iV^.e* = U a*(iV M ) = e, U /3 ili+ i G Qje i+ i. 

La formule 12.2.41 nous montre alors que N^ei est non nul si et seulement si on a l'additivité des ô suivante : 

ô(i + 1, 1) = 5(i, I) + Ô({1, ■ ■ ■ , i}, {1, • • • , i + 1}) = 5(i, I) + 1. 

Mais cette additivité est clairement équivalente à i + 1 G I e (complémentaire de I). Soit (i%)o<i,j<d-i la 
base de End^^ {Hj) associée à la base (e;)o<gî^d-i- La matrice décrivant l'action de a donc la forme 

i£l a 

où les a, sont non nuls. Un changement de base homothétique permet de rendre les a.; égaux à 1, puis 
en renversant l'ordre des vecteurs de la base, on met sous la forme J2i<fF Compte tenu du 

décalage par | — on trouve donc 

H* (RHom DmiPGd) (iSTcCn^ 1 '™ §,)>*•/)) ~ ® l.^ 1 ~ ^(tt/) ® |.|^. 

3 Extensions dans la série principale 
3.1 Notations et premier énoncé 

3.1.1 Soit G un groupe réductif déployé sur un corps local non-archimédien F dont on fixe un tore 
maximal déployé T et un sous-groupe de Borel B + de radical unipotent U+. On notera les groupes 
de points F-rationnels par les caractères non épaissis correspondants G,T,B + . En désignant par X»(T) 
le groupe des cocaractères de T, on pose X := X*(T) £g> R. L'ensemble S des racines simples de T 
dans Lic(U + ) sera parfois considéré comme un sous-ensemble du dual X* de X. Le groupe de Weyl 
correspondant est noté W. Comme d'habitude, un sous-groupe parabolique sera dit standard s'il contient 
B + et un sous-groupe de Levi sera dit standard si c'est la composante de Levi contenant T d'un sous- 
groupe parabolique standard. Les sous-groupes de Levi standards sont en bijection avec les sous-ensembles 
de S. 
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3.1.2 Pour J Ç S, on notera Mj le sous-groupe de Levi standard dont le système de racines de T associé 
est engendré par J. On a donc Mj = Zc(^ a ^j ker a) . On notera aussi Aj le centre connexe de Mj et 
aj := X*(Aj) CS> R. On remarquera que a0 = X. En général, l'injection canonique X*(Aj) — ► X»(T) 
identifie aj à 

{x e X,Va e J, (x, a) =0}. 



3.1.3 Représentations : Si i? est un anneau commutatif tel que p G i? x , on dit qu'un iî-module V 
muni d'une action ir de G est fose si le stabilisateur de tout élément est ouvert ; on dit de plus qu'un tel 
iïG-module est admissible si pour tout sous-groupe ouvert compact H, le iî-module V H des 7î-invariants 
est de type fini. On ommetra souvent le V de nos notations en désignant par n à la fois la représentation 
de G et son iî-module sous-jacent. La catégorie abélienne des iïG-modules lisses sera notée Modn(G). 
Cette catégorie a suffisamment d'objets projectifs et injectifs. Nous noterons simplement Ext* RG (— ,— ) 
les groupes d'extensions dans cette catégorie. 

Soit J C S. Notons Pj le groupe parabolique standard engendré par Mj et B + . Pour tout K D J, on 
a une injection canonique C^(G/Pk) C^(G/Pj). On pose alors 



nf :=C^(G/Pj)/(j2^(G/P Kj ] 



C'est une iï-représentation admissible de G. Notre but ici est de démontrer le théorème suivant, dans 
lequel on utilise la notation 6(1, J) pour le cardinal de la différence symétrique A(I, J) := (IL) J)\(ID J) 
entre deux sous-ensembles I, J de S. 

Théorème 3.1.4 Supposons G semi-simple et soit R un anneau fortement banal pour G au sens de \S.l.b\ 
ci-dessous. 

i) Soient I, J deux sous ensembles de S, alors : 

Ext * („R „n\ _ / R si * = Ô(I,J) 



«RGK»I>"JJ ~ y o S i *^S(I,J) 
ii) Soient I,J,K trois sous-ensembles de S tels que 6(1, J) +Ô(J,K) = 5(1, K), alors le cup-produit 
U : Ext^ ® R E X t S £ K ï — Ext^ 

est un isomorphisme. 

Ce théorème sera précisé par la proposition 13 . 2 . ÎT1 dans laquelle nous construisons de manière explicite 
des extensions de Yoneda engendrant les Ext non-triviaux qui sont décrits ci-dessus. Il généralise des 
résultats précédents de Casselman et Schneider-Stuhler jSHJ Prop 5.9]. Par ailleurs le point i) a aussi été 
obtenu indépendamment par S. Orlik via une méthode plus directe mais moins explicite, sous l'hypothèse 
supplémentaire que R est auto-injectif et pour des groupes pas nécessairement déployés. 



3.1.5 Bonnes caractéristiques : Suivant une terminologie introduite par Vignéras, on dira qu'un nombre 
premier l est banal pour G s'il ne divise pas l'ordre d'un sous-groupe compact de G. On notera aussi 

Nq := (p'-partie du pro-ordre de G) G N x . 

Lorsqu'on considère des représentations de G à valeurs dans un corps, l'hypothèse "de caractéristique 
banale" nous permettra d'utiliser des résultats de finitude cohomologique et de fidélité des foncteurs de 
Jacquet sur les représentations de la série principale. Mais pour des raisons de calculs d'exposants (cf 
surtout le lemme l3*.3.11ll . cette hypothèse ne suffira pas pour nos arguments. 

Notons p £ X*(T) le déterminant de l'action de T sur LieU+. Vu comme élément de X* , c'est aussi 
la somme des racines S'-positives et on peut écrire p = X) Q gs n a a pour des entiers positifs n a . On dira 
qu'un nombre premier l est bon pour G si le cardinal qp du corps résiduel kp de F est d'ordre ^ sup Q (no,) 
modulo (, ou ce qui est équivalent si / est premier à l'entier 

Nw := 1] («Ê - !)• 
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Pour GL(n), ona(n - l)/4 < sup(n Q ) < ?^ 2 /4, et on voit donc que pour n ^ 4, "bon" implique 

"banal". Cependant, en petit rang, il peut exister des l non banals et bons au sens ci-dessus, par exemple 
pour GL(2). 

Définition 3.1.6 Nous dirons dorénavant qu'un anneau R est banal, resp. fortement banal pour G si 
l'entier pNc, resp. l'entier pNqNw est inversible dans R. 

Nous n'utilisons dans ce texte que le calcul pour un groupe semi-simple (et même pour PGL n ). 
Mentionnons tout de même le calcul pour un groupe réductif (déployé). 

Corollaire 3.1.7 Supposons G réductif déployé, de centre de dimension d, et R fortement banal pour G. 
Alors pour tous sous- ensembles I, J de S, on a 

Ext* G Uf, 7T?) = | Rir> 31 * = «*( J ' l)+r,0<r^d 
GV/ Jl \ si * <6(J,I) ou*> S(J,I)+d 

Preuve : (A partir du cas semi-simple) Le foncteur d'inflation Modn(G / Z) — ► Modn(G) est exact et 
admet pour adjoint à droite le foncteur des Z-invariants 

Mod R (G) -> Mod R {G/Z) 

V h-> V z ~ Hom z (R, V) " 

Ce dernier envoie donc injectifs sur injectifs, et est exact à gauche. On a donc la composée de foncteurs 
dérivés suivante 

RHom G (vrf , ?) ~ RHom G/z (irf, RHom z (R, ?)) 
qui fournit une suite spectrale (E^ q ) r< zfj de deuxième terme 

= Exf G/z (ir?,Ext z (R,nf)) 

convergeant vers le gradué de Ext P Q q (irf\ 7Tj) pour une certaine filtration. 
Or, on a un isomorphisme de i?(G/Z)-modules lisses 

Ext% (R, tt^) ~ tt^ (g) Ext q z (R, R) , 

le terme à la droite du (g) étant muni de l'action triviale de G/Z. Par le théorème précédent, il s'ensuit 
que seule la colonne p = 5(1, J) du terme E 2 q est non nulle, et par conséquent la suite spectrale dégénère 
fortement en un isomorphisme 

E S 2 [I ' J)q = Ext% (R, R) Ext^ IJ)+q (tt?, Tif ) . 

Rappelons maintenant que Z ~ Z d x Z° où Z° est le sous-groupe compact maximal de Z, dont le pro-ordre 
est supposé inversible dans R. Ainsi on a un isomorphisme 

Ext% {R, R) Ext\ d (R, R) . 

Maintenant un calcul classique (par le complexe de Koszul par exemple, voir |151 V.6.4 (ii)]) montre que 
Ext^ d (R, R) est un iî-module libre de dimension (^) pour q ^ d et est nul pour q > d. 

□ 



3.2 Construction explicite d'extensions 

Nous commençons cette section par un peu de combinatoire. 
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3.2.1 Soient J,K deux sous-ensembles de S. Comme ci-dessus, on note 

A(J,K) := (JUK)\(JDK) 

la différence symétrique de J et K dans S et S(J, K) son cardinal. Par exemple, A( J, S) = J c , le 
complémentaire de J dans S. On voit facilement que 

A(J,A(J,K)) = K et A(J C ,K) = A(J,K) C , 

et non moins facilement que 

Lemme 3.2.2 Soient I, J, K trois sous- ensembles de S. Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

i) A(I, J) D A(J, K) 

ii) A(I, J) = A( J, K) U A(K, I) 

m) 5{I,J) = 5(J,K) + Ô(K,I) 

Preuve : Notons x? : S — ► Z la fonction caractéristique d'un sous-ensemble ? de S. On a Xa(j,j) = 
X/ + X./ — Deux calculs immédiats montrent que chacun des deux premiers points est équivalent 

à l'égalité 

Xk - Xkdi - Xkdj + XinJ = 0. 

Notons maintenant pour une fonction / : S — ► Z sa "somme" par f s f := J2 s es f( s )- Alors 5(1, J) — 
J s Xa(i,j)- Un nouveau calcul immédiat montre alors que le point iii) est équivalent à l'égalité 

(Xk - XKni - Xkdj + Xinj) = 0. 
Mais la fonction sommée est à valeurs > 0, donc la nullité de sa somme équivaut à sa nullité. □ 

3.2.3 Soit J Ç S. On lui associe une fonction signe 

ej : S -> {±1} 

a i— » —1 si et seulement si a e J 

et un cône ouvert de X 

:= {x e X, Va G 5, ej(x)(x, a) > 0}. 

Les sont les composantes connexes de X privé des hyperplans orthogonaux aux racines simples. 
En particulier, X§ est la chambre de Weyl associée à B + et X$ est celle associée au Borcl opposé à B + . 
En général, une chambre de Weyl est soit contenue dans soit disjointe d'un cône Xj. 

Si maintenant J et K sont deux sous-ensembles de S, et si l'on convient de surligner les adhérences 
pour la topologie réelle de X, on constate que Xk n Xj est un cône fermé vectoriellement générateur (ou 
ce qui est équivalent, contenant un sous-ensemble ouvert) de 

aA(j,K) = {xeX,Vae A(J,K), (x,a) = 0}. 

Plus précisément, c'est une réunion d'adhérences de chambres paraboliques de aA(j,if) ( unc chambre 
parabolique de aj est par définition une composante connexe du complémentaire de l'union des hyperplans 
associés aux racines de Aj dans le parabolique standard associé à Mj. C'est aussi le aj-intérieur de 
l'intersection de l'adhérence d'une chambre de Weyl de X avec aj, lorsque cet intérieur est non vide. 
Ainsi les chambres paraboliques sont en bijection avec les sous-groupes paraboliques de G de Levi Mj). 
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3.2.4 Représentations induites d'un Borel : Par commodité, nous allons supposer que R contient une 
racine carrée de p, fixée une fois pour toutes. Ceci n'est pas nécessaire pour les constructions qui suivent 
mais simplifie l'exposition. Cela nous permet en particulier de définir 




où 6b + ■ Ay, — ► R x est le caractère-module de B + , et de normaliser les induites paraboliques. Lorsque 
B est un sous-groupe de Borel contenant A$ , nous notons ig (S) l'induite parabolique normalisée de S le 
long de B. On a i§(ô) — Incf^ (j)S B ^j ce qui montre que l'on peut définir cette induite sans racine de p. 
Rappelons qu'on définit une "distance" d(B,B') entre deux sous-groupes de Borel contenant A§ par 

d(B,B') := |E(^ ,Lie(£))\£(A 0î Lie(B'))l- 

Enfin nous noterons C(B) C X la chambre de Weyl de X associée au sous-groupe de Borel B. Le lemme 
suivant est bien connu dans le cas R = C. 

Lemme 3.2.5 On suppose que R est un anneau fortement banal pour G, cf \8. 1.61 (pour G — GL(n), 
banal suffit). Soient B,B' deux sous-groupes de Borel. 

i) HoniQ (i^ (S), i% (5)) ~ R et contient un générateur canonique noté Jb'\b? e t appelé simplement 
"opérateur d'entrelacement" . 

ii) Sid{B,B") = d{B,B') + d{B',B"), alors J B »\ B > ° Jb>\b = Jb"\b- 

iii) Si B et B' sont contenus dans un sous- groupe parabolique P dont on note M la composante de 
Levi (semi-standard), alors on a Jb*\b = J p(Js' |b m ) °^ Jb' m \b m es ^ l'opérateur d'entrelacement 

iv) On a équivalence entre les assertions suivantes : 

(a) 1b(S) et 1bi(5) sont isomorphes (ou, ce qui est équivalent par i), Jb>\b e st un isomorphisme). 

(b) C(B) et C(B') sont contenues dans un même Xj, pour un certain J Ç S. 

v) Si C(B) C Xj , alors il existe une factorisation 

Autrement dit, on a un isomorphisme im J~b^ b — > n fj- (^ n n °t e B le Borel opposé). 

Pour alléger cette section, nous reportons la preuve de ce lemme à la section 13.51 Nous fixons dorénavant 
l'anneau R fortement banal pour G et l'omettrons de la plupart des notations. 

Choisissons maintenant pour chaque J Ç S un Borel Bj tel que C(Bj) C Xj et posons 

(3.2.6) Jj :=]£,(*). 

D'après le lemme précédent, la classe d'isomorphisme de Ij ne dépend pas du choix de Bj et ses endomor- 
phismes sont tous scalaires. Toujours le lemme précédent nous fournit aussi un opérateur d'entrelacement 

Jj\k '■ Ik — * Ij, 

dont la classe d'homothétie ne dépend pas des choix. En particulier, la classe d'isomorphisme de son image 
ne dépend pas non plus de ces choix. 

Lemme 3.2.7 Soient I , J, K Ç S tels que A(J, J) D A(2f, J). Alors on a une factorisation à homothétic 
inversible près 

Jj\i € R x -(Jj\k ° Jk\i) 

Preuve : Puisqu'on veut une factorisation à homothétic près, on peut jouer sur les choix des sous-groupes 
de Borel Bi, Bj et Bk- H nous suffit donc de montrer qu'on peut les choisir de sorte que 

Jbj\B! = Jbj\b k ° Jb k \Bi- 
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D'après le point iii) du lemme 13.2.51 il nous suffit de trouver des chambres Cj et C j respectivement 
dans Xi et Xj reliées par une galerie tendue dont l'une des chambres intermédiaires est dans Xk- (Nous 
renvoyons à pour la notion de galerie tendue et l'usage simple que l'on en fait ci-dessous). 

Pour cela, on commence par choisir des chambres Cj et C K telles que Cj n C K soit une chambre 
parabolique de XjC\Xk C cla(i,k)i q ue nous noterons Fik ■ De la même manière, on choisit deux chambres 
Cj et C K dont l'intersection des adhérences est une chambre parabolique Fjk de Xj n Xk C aA(j.K)- 
Par définition de nos chambres paraboliques, si x est un point intérieur à Fik , 



ejc(oc){x, a) est 
De même, si y est un point intérieur à Fjk, 

e K (a)(y,a) est 



>0 si a€A(I,K) c 
= si a£A(I,K) 



>0 si aeA(J,K) c 
= si a e A( J, K) 



Comme A(I,K) n A(J,K) = flemme I3.2.2J) . on en déduit que pour tout point z du segment ouvert 
]x, y[ dans X, on a 

ck (ot)(z, a) > pour tout a £ S, 

de sorte que z € Xk- En conséquence, l'enclos des chambres Ci et Cj, qui contient bien sûr l'enveloppe 
convexe de Fjk U -F/ if a une intersection non vide avec Xk , et donc avec au moins une chambre Ck C Xk ■ 
Par définition de l'enclos, il existe une galerie tendue entre Ci et Cj passant par Ck- 

□ 



3.2.8 Intermède simplicial : Soit E un ensemble fini. On lui associe une petite catégorie V(E) dont les 
objets sont tous les sous-ensembles de E et les flèches sont les inclusions. On appelle système de coefficients 
sur V(E) à valeurs dans une catégorie abélienne C tout foncteur contravariant V(E) C. 

On veut associer un complexe de chaînes à un tel système de coefficients. Il faut pour cela choisir une 
orientation de V{E). On peut par exemple choisir un ordre total ^ sur E et définir pour I C V Ç E tels 
que V = IU {e} un signe e(I,J') := (-l)l{<e*>*< e }l . 

On définit alors le complexe de chaînes C*(P(E),V) associé au système de coefficients V : 

0— ►VCE)^ ► V(/)^ VCO— > >V(0)^O 

|J|=n,7ÇE |7|=n-l 

OÙ 

d «= £ e ( 7 - 7 Wci). 

|/|=n/'C/ 

Il est bien connu que le complexe de chaînes associé à un système de coefficients constant est acyclique, 
sauf si E = 0. 

3.2.9 Fixons dorénavant deux sous-ensembles /, J de S 1 . Nous allons définir un système de coefficients 
Vij sur la catégorie "P(A(/, J)) à valeurs dans Modn{G). Pour cela, posons brutalement pour tout 
KÇA(I,J) 

Vl,j( K ) : = im ( J Jc\A(LK) ■ I A(I,K) ► ■ 

En écrivant K = A{I,A(I,K)) et en utilisant le lemme IÏÏT21 on obtient A(J,A(I,K)) = A(J, J) \ i<T, 
puis en passant au complémentaire, A( J c , A(J, JC)) = U A(7, J) c . On a donc 

K C K' C A(I, J) A(J C ,A(/,X)) c A(J C ,A(/,^')) 
donc d'après le lemme 13.2.71 on a une inclusion canonique 

V LJ {K C K') : Vij(K') ^ Vi,j{K). 
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On a donc ainsi défini un système de coefficients Vi,j, qui dépend des choix des sous-groupes de Borel 
Bj mais dont la classe d'isomorphisme n'en dépend pas. En supposant fixé un ordre total sur S, on 
obtient un complexe de chaînes C*(V(A(I, J)), Vj,j) de longueur 5(1, J). On peut augmenter ce complexe 
par le morphisme surjectif suivant : puisque ker(Jjc\j) Ç ker(Jjc\j) (par le lemme 15. 2. 7L le morphisme 
Il — > im(Jjc\j) — ttj du point v) du lemme 13". 2. 51 se factorise en 

Vl,j(V)=im(I X J -^î Ijo) — ►TT/ 

Nous noterons C*(V/.j) + le complexe ainsi augmenté. En faisant le changement de variable K i— > A(I, K) 
dans la définition du complexe de chaînes, le complexe augmenté C*(Vj i j) + s'écrit aussi : 

— > ttj ~ im(Jja\j) — ► im(Jjc\ K ) 

2 ml 6(1, K) = n 

(0.6.1V) S(J,K) = S(I,J) - n 

> im (Jje|j) > 7TJ — > 0, 

le terme 717 étant en degré 1 et le terme irj ~ in^J/ci,/) (cet isomorphisme vient de 13.2.51 v)) en degré 
-5(1, J). 

On peut maintenant énoncer une version explicite du théorème 13. 1.41 : 

Théorème 3.2.11 Supposons R fortement banal pour G. Soient I, J Ç S. 
i) Le complexe augmenté C*(V/ i j) + de \3.2.lTA est acyclique. 

ii) Soit aj t j € Ext S ^ J ^ (tti,ttj) la classe de C*(V/ ! ,/) + . Alors pour tout H Ç. S tel que 8(H,J) = 
8(H, I) + 5(1, J), le U-produit 

aij U - : Ext* RG (tt h , 717) » Ext*+J {IJ) (n H , ttj) 

est un isomorphisme pour *£Z. 

La preuve occupera les sections suivantes. Précisons tout de même comment cet énoncé implique le 
théorème 13. 1.41 Cela utilise le lemme suivant : 

Lemme 3.2.12 Supposons R banal pour G et soit I Ç. S. 

i) On a R — > Endnc (Tr)- 

ii) Si G est semi-simple, il existe une résolution projective de 717 dans Modfi(G) de longueur \S\ + 1. 

Preuve : Pour le point i), choisissons un sous-groupe de Borel B tel C(B) c Xj. D'après 13.2.51 v) on a 
un monomorphisme de iî-modules 

End RG (ttj) — HomjiG (ig(<5), *§(<*)) . 

Mais d'après 13. 2. 51 i). c'est un isomorphisme et le terme de droite est libre de rang 1 sur R. 

Pour le point ii), on peut invoquer deux références. D'une part, le cas G = PGL(n) est traité dans |55| . 
D'autre part, le cas R corps algébriquement clos de caractéristique banale est traité dans [HU (généralisant 
le cas R = C traité dans [581 II. 3. 3]). Il se trouve que les deux références se généralisent à notre situa- 
tion. Pour ce qui est de [5f>j . on remarque que les arguments reposent purement sur la combinatoire des 
immeubles de Tits et Bruhat-Tits : les résolutions y sont construites pour un anneau quelconque R et 
deviennent bien projectives dès que R est banal. Il suffit donc de vérifier que les propriétés combinatoircs 
de ces immeubles qui sont utilisées sont vraies pour tout groupe déployé. Ceci ne fait aucun doute (et 
doit même être implicite dans |58|). mais nous ne le ferons pas ici. 

En revanche nous généralisons les arguments de [HS] dans l'appendice 11 H. 21 c/le corollaire lit). 2. 61 □ 
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3.2.13 Le théorème \3.2. 1 1\ implique le théorème \3.1.4i : Commençons par remarquer le cas particulier 
H = I dc l3.2.11l iiï : on obtient un isomorphismc 

ai,j U - : Hom RG (717, 717) — ► Ext S ^j' J) (717, irj) , 

ce qui, compte tenu de l'isomorphisme de I3.2.12*l i). montre que Ext R ^Q J ^ (717, 7rj) est libre de rang 1 sur 
R et engendré par a.i t j. 

Il faut maintenant montrer l'annulation des autres Ext. Toujours par le cas particulier ci-dessus du 
point ii) dc l3.2.lïl il suffit de prouver que pour tout I, 

Ext* RG (717, 717) — dès que * > 0. 

Appliquons pour cela ce point ii) au cas H = I = J c . On obtient les isomorphismes 

Exf RG (tT/, 7T/) > Ext^* (7T/, 7r/c) . 

Or par l3.2.12l ii). le terme de droite est nul dès que * > 0. On a donc prouvé le point i) de 13.1.41 Le point 
ii) de ce même théorème est alors une conséquence immédiate du point ii) de 13.2.111 

3.2.14 L'image de Jj\k '■ Autant pour expliciter un peu les termes du complexe 13. 2. 101 que pour la 
preuve du théorème 13 . 2 . 1 il dans les sections suivantes, nous voulons décrire assez précisément l'image de 
l'opérateur d'entrelacement Jj\k '■ Ik — ► Ij associé à deux sous-ensembles J, K de S. 

Pour cela, nous devons malheureusement compliquer encore un peu les notations. Si T Ç S, le groupe 
de Levi Mt est un groupe réductif, muni d'un tore maximal, A$, et d'une base de son système de 
racines, T, associée au sous-groupe de Borel B+ n Mt- La construction 13. 1.31 permet donc d'associer à 
tout sous-ensemble I de T une représentation de Mt que nous noterons 717. t- Par exemple, 7Tt,t est la 
représentation triviale de Mt, tt0,t est sa représentation de Steinberg, et pour T = S on a M s = G et on 
retrouve nj^s = ttj- 

Lemme 3.2.15 Fixons deux sous- ensembles J, K de S et notons simplement A := A(J,K). Pour tout 
sous-groupe parabolique Pr,j de G associé à une chambre parabolique (ci \3.2.8\) de oa contenue dans 
Xj n Xk, on a 

(Rappelons que Pa est le sous-groupe parabolique standard de Levi M 

Preuve : Comme la classe d'isomorphisme de l'image de Jj\k n e dépend que de la classe d'homothétie 
de cet opérateur, nous pouvons jouer sur les choix de Bj et Bk qui interviennent dans la définition l3.2.tj| 
Choisissons donc ces sous-groupes de Borel de sorte que chacun soit contenu dans Pk,j- H suffit pour cela 
que les chambres de Weyl associées vérifient C(Bj) C Xj, C{Bk) C Xk et C(Bk) H C(Bj) = C(Pkj) 
en notant C(Pk,j) la chambre parabolique de a a associée à Pk,j- 

On déduit alors du point iii) du lemme 13 . 2 . 51 l'existence d'un diagramme commutatif 

= Jjik > ij = %AS) 



(S)) 

1 p k ,j (J) 

où 

J = JM A nB K \M A nB., ■ hi^nBK^) * hitnB.,^) 

_ 1 _ 1 

est l'opérateur d'entrelacement canonique. On a une factorisation ô = S P 2S M 2 &nB+ , et on est donc ramené 
à prouver que l'image de l'opérateur d'entrelacement 

J = JM A nB K \MAnBj ■ h,itnB K (^M A nB + ) * 'maoBj (^M A nB + ) 
est isomorphe à ttkdA,a- Mais puisque J n A = A \ (K n A), ceci est le point v) du lemme 13.2.51 □ 
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Corollaire 3.2.16 Le système de coefficients Vi,j et le complexe augmenté C*(Vi.j) + sont compatibles 

au changement de scalaires en le sens suivant : si R — > R est un morphisme d'anneaux fortement banals, 
alors les morphismes canoniques 

V?,j®r^R' —>Vgj, resp. C*{Vlj) + ® R ^R' ^C*{Vf-'j) + 

sont des isomorphismes de systèmes de coefficients sur A(I,J) à coefficients dans MocIri(G), resp. de 
complexes de R' G -représentations lisses. 

Preuve : Il suffit bien-sûr de vérifier l'assertion pour le système de coefficients, puisque le complexe de 
chaînes lui est associé fonctoriellement (seule l'augmentation demande un argument supplémentaire mais 
qui ne pose pas de problème). Par le lemme précédent, on est ramené à prouver que pour tout / C T Ç S, 
l'application nf T ®r,$ R 1 — » ^fr cs * un isomorphisme de TÎ'G-représentations. Mais cela résulte de 
l'exactitude à droite du produit tensoriel et de la définition de tt^t comme conoyau de la flèche 

!<%i T (1) — ^Cm t (1) 

TDJDI 

puisque cette flèche est clairement compatible à l'extension des scalaires. □ 



3.3 Le cas R corps algébriquement clos 

Dans cette section on suppose que R est un corps algébriquement clos de caractéristique ^ p t dans 
lequel on choisit une racine de p pour normaliser les foncteurs paraboliques. Pour un sous-groupe parabolique 
P de Levi M , on notera ip et Tq les foncteurs d'induction et restriction paraboliques normalisés. 

La caractéristique de R sera toujours supposée banale, cf l3.1.6l La raison essentielle vient du résultat 
suivant : 

Fait 3.3.1 Appelons "bloc principal" de MocIr(G) la sous-catégorie pleine des objets dont tous les sous- 
quotients irréductibles sont de la série principale, c'est-à-dire apparaissent comme sous-quotients d'in- 
duites (x) pour x caractère non ramifié de T. Lorsque R est de caractéristique banale pour G, alors 
cette sous-catégorie est "facteur direct" de Modn{G), et les restrictions des foncteurs Tq, pour B un 
sous-groupe de Borel , y sont fidèles. 

Preuve : Lorsque R — C, ceci est une partie du théorème principal de Bernstein dans ^U]. La preuve 
est une élaboration du fait que si une représentation irréductible complexe est cuspidale, c'est-à-dire 
annulée par tous les foncteurs de restriction parabolique, alors elle est projective dans la catégorie des 
représentations complexes à caractère central fixé. Cette propriété des cuspidales n'est pas vraie en toutes 
caractéristiques, mais d'après ;62|, elle l'est en caractéristiques banales. A partir de là, il est communément 
admis (voir par exemple |64|) que les arguments de Bernstein s'appliquent de la même manière que dans 
le cas complexe. □ 



3.3.2 Séries principales elliptiques : Nous allons tout d'abord préciser et renforcer le lemme 2 . 51 dans 
le cas d'un corps. Appelons "séries principales elliptiques" les sous-quotients irréductibles de l'induite 
Incff }+ (1) = ï% {$) (bien que cette terminologie soit peut-être un peu usurpée lorsque G ^ GL(n)). Dans 
le cas R = C, elles sont classifiées par les sous-ensembles de S, comme on peut le déduire de plusieurs 
travaux plus ou moins indépendents dont ceux de Rodier dans [H], Langlands ("quotient de Langlands") 
ou Bernstein-Zelevinski. Pour GL(n), Vignéras les a classifiées en toutes caractéristiques p) et dans 
le cas (fortement) banal, on obtient encore une paramétrisation par les sous-ensembles de S. Toutes ces 
approches montrent en particulier que ces représentations sont toutes de la forme ttj 1 définie en 13.1.31 Le 
lemme suivant montre entre autres qu'il en est bien de même sur R de caractéristique fortement banale 
pour G. 

Lemme 3.3.3 R est un corps algébriquement clos de caractéristique fortement banale (pour G = GL{n), 
"banale" suffit). 
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i) Pour tout sous-groupe de Borel B, l'induite i B (S) a un unique quotient irréductible et toute série 
principale elliptique est isomorphe à un tel quotient. 

ii) On a équivalence entre les assertions suivantes : 

(a) 1b(8) e t J s' (S) sont isomorphes. 

(b) leurs quotients irréductibles sont isomorphes 

(c) C(B) et C(B') sont contenues dans un même Xj, pour J C S. 

iii) Pour tout J Ç S, 7Tj est irréductible. Si C(B) C Xj alors le quotient irréductible de 1% {S) est 
isomorphe à 7Tj . 

iv) Soit wq l'élément de plus grande longueur de Wq. Alors la contragrédiente de 7Tj est 1 ^ R l Wo ^jy 

La preuve de ce lemme est donnée avec celle de 13. 2. 51 dans la section Remarquons que tous les points 
peuvent être mis en défaut en caractéristique non banale, même l'irréductibilité des %f . 

Remarque 3.3.4 (Paramètres de Langlands de irj). On suppose ici que R — C et G — GL(n). D'après 

le lemme précédent, ttj est l'unique quotient irréductible de im(J K \j) pour tout K et donc en particulier 

_ 1 

pour K — S. Or d'après le lemme YS.2.15\ on a im(Jg\j) ~ ip^(^p J 2 c 7r JnJ c ,./ c ) e t on peut expliciter 
itjn.jc.J' 1 = StM JC (représentation de Steinberg de Mjo ). Comme Pjo est conjugué à P- W() (jc) par l'élément 
de plus grande longueur wq de Wq, on obtient que ttj est l'unique quotient irréductible de l'induite 
G 1 

i P (ôp Stu , rc J- Ceci donne les paramètres de Lanqlands de ttj. 

3.3.5 Exposants : Puisque R est un corps algébriquement clos de caractéristique ^ p, on sait que 
toute iî-représentation lisse irréductible a un caractère central. En particulier, lorsque tt est une R- 
représentation de longueur finie de Mj, on note Exp(Aj,Tr) l'ensemble des caractères centraux des sous- 
quotients iréductibles de tt. Rappelons que dans ces circonstances on a une décomposition canonique, dite 
"décomposition isotypique" , 

tt ~ £f) 7r x , où n x = {v € 7r,3n e N, Vz e Aj, (ir(z) - x(z)) n v = 0}. 

On a aussi 

Ex P (Aj,tt) = { X : Aj — > R x , Hom Aj (x,tt) + 0}. 
Lemme 3.3.6 Soient K, J Ç. S. Les propriétés suivantes pour I Ç S sont équivalentes : 
i) Hom G (//,im(Jj| A ')) ^ 0, 

ii) ttj est un sous-quotient irréductible de im(Jj\x), 
iii) A (7, J) 2 A(J,if). 

Preuve : L'implication iii) i) est une conséquence de la propriété de factorisation à homothétie près 
du lemme lÏÏ.2.71 L'implication i) ii) est immédiate puisque 717 est l'unique quotient irréductible de Jj, 
d'après le lemmc l3~3.3l 

Il nous reste à prouver ii) =>■ iii). Pour cela, nous allons d'abord calculer Exp (T ', Tq' (tt j)) . Par 
définition de 717, cet ensemble de caractères lisses de T est contenu dans l'orbite W.S de S. En utilisant la 
réciprocité de Frobenius-Casselman |ïïSl II.3.8-2] pour la première ligne ci-dessous, on a 

Hom RT (w(ô),r%' (tt,)) £ o Hom RG tt/) ± 

& Hom RG (fi-HT^) ( S )> *i) + 
w- l (-Cj)cXi 

grâce à l3.3.3l iv). On a donc 

Exp(T,i% J (m)) = {w(S),w- 1 (~Cj)(lX I } 

= {w{ô),Vx€-Cj,VaeS, ei(a){x,w(a)) > 0} 
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On peut paraphraser la dernière égalité en introduisant le cône polaire Dj de Cj défini par Dj = {y G 
X* ,Vx E Cj, (x,y) > 0}. C'est aussi le cône engendré par les racines simples correspondant à la chambre 
de Weyl Cj (on appelle parfois Dj la chambre obtuse). On peut donc réécrire 

(3.3.7) Exp(T,4 J (m)) = {w{ô), Va G S, ei (a)w(a) G -Dj}. 

Dans la suite, on utilise les notations du lemme 13.2.151 Pour alléger un peu ces notations, on pose 
_ i 

crj' :— Sp^ TTjcnA.A ■ Soit Pk,j un sous-groupe parabolique comme dans l3.2.TÏÏl et Bj, Bk C Pk,j deux sous- 
groupes de Borel tels que C{Bj) C Xj et C(Bk) C Xr- On va maintenant calculer Exp (r Bj o ff, K (crj)). 
Pour utiliser le lemme géométrique, introduisons le sous-ensemble 

W J = {w G W, w(Df) c Dj} 

où Dj' est le cône de (aA(j,i<"))" L engendré par l'ensemble J H A des racines simples correspondant au 
sous-groupe de Borel Bj n Ma de Ma (rappelons que A = A(J, K)). On sait jïï[ 2.11] que W J est un 
ensemble de représentants privilégiés des classes à droite de W modulo W(A), et le lemme géométrique 
9, 2.12] nous assure que 

(3.3.8) Ex P {T^oï$ kj {^))= □ v.Exp{T,r^ B '^) 

vew J 

Par ailleurs, la définition de nous permet de calculer comme 15X71 

(3.3.9) Exp(T,r^ nB/ cjf ) = {w A (ô),w A G W(A) et Va G A, etf(a)w A (a) € -Z?^} 

Supposons maintenant que %i soit un sous-quotient irréductible de im(Jj\ K ). En particulier, on doit 
avoir 

Exp (T, 4' (tt,)) C Exp (T, 4' o i$ K j (a*)). 

Fixons alors x dans le terme de gauche. Par 13.3.81 et 13.3.91 on peut écrire \ = vwa (5) avec v G W J et 
i« A e W(A). 

Soit a G A. par l3~3~ÏÏl on a e^(a)wA(a) G —Df. Par la définition de VC J , on a donc aussi eK{ot)vw\{ct) € 
— _Dj. Mais par 13.3.71 ceci entraine que e_R-(a) = ej(a). En d'autres termes : la restriction de e/ à A(J,K) 
est l'opposée de celle de ej. Ou autrement dit, A(J, J) 2 A(J,K). 

□ 

3.3.10 Acydicité des complexes C»(V/ i j) + de \3.2.1 J : Fixons deux sous-ensembles I, J de S 1 . Nous 
voulons ici montrer, sous l'hypothèse que iî est un corps algébriquement clos de caractéristique fortement 
banale, l'acyclicité du complexe de chaînes augmenté C» (V/ i j) + . Comme la caractéristique de R est banale, 
le foncteur r B+ est exact et fidèle sur le bloc principal, cf l3.3.1l II suffit donc de vérifier que r^ + (C*(V/j)) 
est exact. Ce dernier complexe est un complexe de représentations non-ramifiées de longueur finie du 
tore maximal T, et se décompose donc en une somme directe de ses composantes x~isotypiques, pour x 
caractère non ramifié de T. 

4 + (C*(V/,j) + ) = (r§ + C,(V I>J )+) 

XEW.6 X 

Pour calculer ces composantes isotypiques, on remarque d'abord que les représentations r B+ (im(Jj|#)) 
sont toutes de multiplicité 1, et donc semisimples. Il s'ensuit simplement que 

(rG + C,(V 7 ^) + ) x ~ Hom T ( X , 4 + C*(Vj ,_/)+) . 

Posons maintenant pour tout K Ç A(J, J) 

VjjJK) := Hom T ( X , i G + V/,j(if)) • 
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Les flèches de transition Vij(K C K') induisent par fonctorialité des flèches 

V!,j, x (K C K') : Vi,j, x (K') — » Vi,j, x (K) 

et on obtient ainsi un système de coefficients Vi t j lX sur la catégorie V(A(I, J)) à valeurs dans la catégorie 
des iï-espaces vectoriels. On peut augmenter le complexe de chaînes C*(Vi t j lX ) associé par l'application 

V/,j lX (0) = Hom T — ► HoniT (x,r* + (7Tj)) 

et en notant C*(Vj,,/ )X ) + le complexe ainsi augmenté, on a bien-sûr 

C*(Vi,J,x) + = (r§ + C,(V / , J )+) x . 

Il nous suffit donc de montrer que pour tout x I e complexe de gauche est acy clique. 

Commençons par remarquer que les flèches de transition Vi,j, x (K C K') sont injectives (par exactitude 

de Tq + et exactitude à gauche de Houit (x>-)> et parce que les flèches Vi t j(K c K 1 ) le sont). Comme les 
espaces Vi t j tX (K) sont de dimension ou 1, il nous suffira donc de préciser cette dimension pour déterminer 
le système de coefficients V/,j, x . Pour cela, notons L l'unique sous-ensemble de S tel que II — ij^ix) ( ou 
ce qui est équivalent, tel que ttl soit un quotient de ig— (x))- P ar réciprocité de Frobenius-Casselman jSSJ 

II. 3. 8-2], on a Vi t j tX {K) ^ si et seulement si Home (II, im (Jj"\A(l,K))) 0. D'après le lemme l3~.3.6l 
ceci est encore équivalent à A(L, J c ) 2 A( J c , A(7, K)) = K U A(7, J c ) (la dernière égalité a été expliquée 
lors de la définition des Vj,j). 

En particulier, le système de coefficients Vi j lX et son complexe augmenté ne sont non nuls que si 
A(L,J C ) D A(I,J C ). Supposons tout d'abord que A(L,J C ) D A(I,J C ). Dans ce cas-là, L ^ I donc le 

complexe augmenté C*(V/ ! ,/. x ) + coïncide avec le complexe non-augmenté car Houit ( X, ïq + (^j)) = 0. Or, 
la discussion précédente montre que le système de coefficients Vi,j tX est supporté par le sous-simplexe des 
sous-ensembles de A(L, J c ) \ A(J, J c ) — A(J, L) flemme 15. 2. 2f) et y est constant. En d'autres termes 

C,(P(A(J, J)), Vj, JlX ) ^ C,(P(A(J, L)), iî) 

et comme on l'a déjà rappelé, le complexe de droite est acyclique, puisque I ^ L. 

Supposons maintenant A(L, J c ) = A(I, J c ), c'est-à-dire L = I. Alors le système de coefficients V/,j lX 
est supporté par {0} mais l'augmentation est ici un isomorphisme, de sorte que 

c*(Vj,y >x ) + ~ (r^r) 

dont l'homologie est bien sûr nulle. 

C'est essentiellement dans le lemme suivant qu'intervient vraiment l'hypothèse de bonne caractéristique 
deEni 

Lemme 3.3.11 Supposons que la caractéristique de R soit bonne pour G, c'est-à-dire ne divise pas l'entier 
Nw de \3.1.5\ Soit J Ç S et w G W tel que w(ô)iaj — 6\Aj- Alors w £ W(J) où W(J) est le groupe de 
Weyl de Mj. 

Preuve : Remarquons tout-d'abord que puisque S est trivial sur le centre de G, il suffit de montrer 
l'assertion pour G ad := G/Z(G)(iC). Nous supposerons donc G adjoint. 

Pour un élément x quelconque de X* nous noterons xj G a*j son image par la projection canonique 
X* — >a*j. 

Première étape : sous l'hypothèse de caractéristique, on a pour tout J et tout w : 

W ( 5 )\A., = 5\Aj & W{p)j = P.J- 

Rappelons pour cela que ô est défini par Vf G T,S(t) := q F 2 va F ^ p ^ > ^ ou ce q U j es t équivalent : pour 
tout cocaractère r : G m — ► T, 

5{t{w f )) :=q F ^ T) 



29 



où valp, m f et çf sont respectivement la valuation, une uniformisante et le cardinal du corps résiduel de 
F, et (., .) : X*(T) x X*(T) est l'accouplement canonique. 

Comme on s'est ramené au cas adjoint, on peut considérer la famille {u) a }aes des co-poids fondamen- 
taux. On a 

(w(ô)tAj = 5\a.j) si et seulement si (Va G J c , w(5)(ui a (mF)) — 5(u> a (wF))) 
si et seulement si (Va G J c , qp p ~' w< - p ^ u ' a ' > — 1 ) 

D'autre part, identifiant X*(T) avec un réseau de X, on a 

w(p)j — p,j si et seulement si Va G J c , (p — w(p),u> a ) = 

Il nous suffira donc de montrer que pour tout a € S 1 , on a 

qP^^ =l^(p~w(p),u Ja )=0. 

Pour cela, on remarque que si wo est l'élément de plus grande longueur de W, alors \{p— w{p)) est le 
déterminant de l'action de T sur Lie(U+ H U^j™ ), de sorte que 

< i(p - w(p),uj a ) < (/0,w a ) = n a . 



Deuxième étape : w(p)j = pj W £ W(J). 

Notons momentanément a J * le noyau de X* — ► a*j ; c'est aussi le sous-espace vectoriel de X* engendré 
par les racines a G J. La projection X* — > a* 7 admet une section canonique grâce au diagramme suivant 

a * X*(Mj) (g> R ^ X*(M ) ® R = X*, 

et on notera encore Oj l'image de cette section. Si [— , — ] est un produit scalaire sur X invariant sous 
le groupe de Weyl W, alors a} est l'orthogonal de a J * . On a alors les décompositions orthogonales 
p = p J + p,j G a J * © a*j où p J est la demi-somme des racines positives de Mj, et w{p) — w{p)j + w(p) J 
Soit v un élément de W(J) tel que v(w(p) J ) soit dans la chambre de Weyl positive de a J * , c'est à 
dire : Va G J, [a, w(w(p) ,/ )] ^ 0. Comme le produit scalaire est W-invariant, on a v(w(p) J ) = v(w(p)) J et 
v(w(p))j = w(p)j donc v(w(p))j — pj par notre hypothèse. Comme par ailleurs vw(p) G p + J2 a >o ^- a J 
on obtient en soustrayant pj et compte tenu de a J n X) Q >o = SaeJ : 

vw(p) J G // + ^ R_a 
En prenant le produit scalaire avec vw(p) J on obtient donc : 

IK(p)- 7 II 2 <Mp)' 7 ,p j ] 

Mais puisque | \v w(p) J \ \ = \ \p J \\, il s'ensuit que vw(p) J = p J . 
On a donc obtenu vw(p) = p, ce qui équivaut à vw = 1. 

□ 



3.4 Preuve du théorème 13.2.111 

3.4.1 Acyclicité des complexes C*(V/.j) + : Nous avons déjatraité le cas où R est un corps algébriquement 
clos dans la section précédente. Nous allons nous ramener à ce cas-là. Pour cela, rappelons le 

Fait 3.4.2 Les R-modules sous-jacents aux représentations nf- sont libres. 
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Preuve : Dans le cas G = GL(n) ceci est prouvé dans O Cor. 4.5] (et même pour R = Z). L'argument 
de loc. cit. repose sur la décomposition de Bruhat et fonctionne de la même manière pour n'importe quel 
groupe déployé. □ 

Soit maintenant H un pro-p-sous-groupe ouvert de G, distingué dans un compact spécial Hq tel que 
G = HqB +1 et ayant des décompositions d'Iwahori relativement à chaque sous-groupe parabolique semi- 
standard. Ces hypothèses permettent de calculer facilement les iî-invariants d'une induite parabolique. 
On sait que la famille de ces sous-groupes engendre la topologie de G et il suffit donc de prouver l'acyclicité 
des complexes (C*(Vpj) + ) H pour tout tel H. Mais grâce au fait ci-dessus et au lemme l3~2.15l on s'aperçoit 
que le complexe (C* (Vpj) + ) H est un complexe de iî-modules projectifs de type fini. Comme on sait. l3.2.1"ïïl 
que le complexe est compatible aux changements de scalaires, il nous suffit donc de traiter le cas universel 
R u := Z[ ^ / J jVc ], Dans ce dernier cas, on a pour tout nombre premier l banal une suite exacte de complexes 

o — c,(v5) + C*(V0) + — > c*{vff )+ — 0. 

Comme R u /l est isomorphe à F; ou F; x F/ et qu'on a déjà traité le cas d'un corps de coefficients fortement 
banal, le complexe de droite est acyclique. On en déduit que la multiplication par l est un isomorphisme 
sur les i? u -modules de cohomologie H^ÇV^j). Comme ces derniers sont de type fini, il résulte du lemme 
de Nakayama qu'ils sont nuls. 

3.4.3 Cup-produits et suites spectrales : Afin de prouver le point ii) du théorème l3.2.f 11 nous rappelons 
quelques sorites sur les groupes d'extensions, valables dans un contexte beaucoup plus général que le notre. 

Soit C une catégorie abélienne ayant assez d'injectifs et soient 7r, a et p trois objets de C. On se donne 
aussi un complexe acyclique 

C n = 7T — ► C n _i — ► • • • — ► Cq — ► C-i = a. 

Ce complexe définit un élément a e Extç (a, 7r) et on s'intéresse au cup-produit par a : 

a U - : Ext* c (p, a) — ► Ext™+* (p, tt) 

(Lorsqu'on pense le U-produit comme une simple composition de morphismes, l'application ci-dessus est 
bien le U-produit à gauche par a). 

Nous voulons ici souligner comment ce cup-produit se lit sur la suite spectrale 

E\ q = Ext q c {p, C p ) => Ext q - p (p, a) 

obtenue en appliquant le foncteur Home (p, — ) à une résolution injective du complexe C. et en filtrant le 
bicomplexe obtenu par les colonnes. Pour cela, il faut se rappeler que puisque les différentielles d r sont 
de degrés (— 1 — r, — r), il y a sur le bord p = n de la suite spectrale des inclusions E™ <^-> E™* . D'autre 
part, le terme E™ est le dernier quotient de la filtration du terme * — n de l'aboutissement et on a donc 
une projection canonique Extç~ n (p, a) -» E^. La composée de ces deux applications 

Ext* c (p,a) — E^ n+ * —> E^ n+ * = Ext n c + * (p,n) 

est justement le cup-produit à gauche par a. 

3.4.4 Preuve de \'à.2.ll\ n) : Nous utilisons les remarques du paragraphe 13.4.31 précédent : le complexe 
acyclique C*(V/ i j) + explicité en 13.2. 1 Ôl fournit la suite spectrale 



E\ q = Ext q G 



( \ 

kh, im{Jja\ K ) 

. 6(1, K) = p , 

\ S(J, K) = S(I, J)-p ) 



Exf G P (WH,TTI) 



Le cup-produit à gauche par ai t j considéré dans 13. 2. f ll ii) s'identifie alors à la composée 
Exf G (tth.ttj) — E S J+* — » E 5 / + * - Ext 5 +* (n H ,7Tj) 
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oii on a posé 5 := 5(1, J) (on ne confondra pas avec le caractère 5 de B + !). Nous allons montrer que pour 
tout p ^ 5 et tout q, on a, Ei pq = 0. Ceci impliquera en particulier la dégénérescence en E\ de la suite 
spectrale et donc le fait que la composée ci-dessus est un isomorphisme pour tout * G Z, ce qui est bien 
ce qu'on cherche à prouver. 
Soit donc K Ç S tel que 

Ô(I,K)^5 et 5(1, J) = 5(1, K) + 5(K, J), 

ou ce qui est équivalent par 13.2.21 tel que 

K =/= J et A(K, J) Ç A(I, J). 

Choisissons un sous-groupe parabolique Pk,j c comme dans le lemme 13.2.151 dont nous reprenons les 
notations (notamment A :— A(K,J C )). Par réciprocité de Frobenius-Shapiro (c'est une conséquence 
formelle de la réciprocité de Frobenius et de l'exactitude des foncteurs paraboliques) on a 

Ext* G (7T H ,im(Jjo lK )) =Ext* MA(jc i<) (rç K JC (w h ) , ^^aa) • 

Or d'après le lemme lïï. 4 . 51 ci-dessous . le terme de droite est non nul seulement si A(H C , J c ) = A(H, J) Ç 
A(J C ,K). Il est donc non nul seule ment si A(J C ,K) D A(H,J) U A(J C ,I). Or, l'hypothèse 5(H,I) + 
5(1, J) = Ô(H, J) équivaut par l3~2~2l à A(I, J) Ç A (if, J). Puisque A(J C ,I) = A(J,I) C , il s'ensuit que le 
terme de droite est non-nul seulement si A(J C ,K) = S, c'est-à-dire si K — J, ce que nous avons exclu. 

Lemme 3.4.5 Fixons K, J et I des sous-ensembles de S . Soit Pk.j le sous-groupe parabolique associé à 
une chambre parabolique de aA(J,K) contenue dans Xj n Xk (comme dans le lemme Xci.2.15)) . Supposons 
enfin que R est un anneau fortement banal pour G. 

Si Ext* MA (r P G K J (ttj) ,i;> m ,J ^ 7 alors A(f c , J) Ç A(J,fQ. 

Preuve : Commençons par l'observation générale suivante : si C est une catégorie abélienne avec assez 
d'injectifs et de projectifs, et 3 désigne le centre de la catégorie C, alors les groupes Ext* c (V,W) sont 
naturellement et canoniqucmcnt des 3-uiodules. De plus si z G 3 agit par un scalaire sur V , resp. W , il 
agit par ce même scalaire sur Extç (V, W). 

Stratégie : Dans notre cas on prend C — Modn(Mj\) et on va produire, sous l'hypothèse A(i c , J) \ 

p —- 
A(J, K) ^ 0, un élément de -R[Aa] agissant par sur r G * (7r/) et par l'identité sur 5 Pa 7r JtnA A . La nullité 

des Ext* entre ces deux objets en résultera immédiatement. 

Première étape : Tout caractère — > R x induit un morphisme de iî-algèbres -RLAa] — ► R. C'est 
le cas par exemple pour les restrictions des caractères w(ô) à D'après le lemme l3.3.11l on a 

(3.4.6) Si ker R[AA] (ô lAA )+ker R[AA] (w(ô) lAA ) Ç R[A A ], alors w G W(A). 

En effet, supposons que la somme des deux noyaux ci-dessus est un idéal propre de -R[Aa] et choisissons 
un idéal maximal M. de R contenant l'image de ker (w(ô)\r\ Aa ]) par 5i Aa . Alors on a 

ker r/m[Aa] (ô IAa ) + ker r/m[Aa] (w(ô) IAa ) Ç R/M[A A ] 

où l'on note encore 5 et w(ô) pour leurs composées avec la projection R — > R/ Ai. Puisque les deux 
noyaux ci-dessus sont des idéaux maximaux, ils coïncident et on a 

S \A A = w(5)\ Aa mod. M. 
On peut donc applia uer 13 . 3 . 1 11 au corps R/M. 

Deuxième étape : Comme dans la preuve du lemme 13.2.151 on choisit un sous-groupe de Borel Bj 
contenu dans Pk,j et tel que Cj := C(Bj) C Xj. Nous allons montrer que 

Si {w G W, w(Cj) C X/c} n W(A) yé: 0, alors A(f c , J) ç A(J, K). 
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En effet, soit w dans l'intersection ci-dessus. Puisque w G W(A), il fixe aA(j,K) points par points. On a 
donc Xic n Xj D w{Cj) C\Cj D Cjf] aA(J,KV Autrement dit, Xjo D A"j contient un cône vectoricllcmcnt 
générateur de cla(j,k) (par notre choix de Bj). Comme on sait par ailleurs. 13.2.31 que Xjc n Xj est un 
cône fermé générateur de oa(j w, il s'ensuit que OAfj.Jf) £ a A(i c ,j) et donc que A(/ c , J) C A( J, if). 

Troisième étape : Supposons dorénavant que A(/ c , J)\A( J, K) ^ 0, de sorte que, par l'étape précédente, 
{w G W, w(Cj) C X/c} n W(A) = 0. Appliquons alors I3~1TÏÏ1 dans le cas "universel" de l'anneau 
R u = Z[ ^/pN\ v N G ]- On obtient une décomposition 

^[Aa] = zs + z b £ ker Ru[Aa ](Ô\aJ + Il ker Ru[AA]( w ( S )\A A )- 

w{Cj)<ZXja 

Comme tout anneau fortement banal R reçoit R U: les éléments zs et z s induisent des éléments corre- 
spondants dans -RL4a]- Il est clair que l'action de zs sur Sp^n Kll& A est nulle. Montrons que celle de z s 
sur r G K,J (717) est nulle aussi. Par extension des scalaires, il suffit de traiter le cas "universel" R u . Soit H 
un pro-p-sous-groupe ouvert de Ma, on sait que r^" 1 {nj) H est un iî n -module de type fini, puisque c'est 
le conoyau de la flèche 

h / „ 1 \ h 



LDI 



et qu'il est sans torsion, puisque par l3.2.iTl v^ on a l'inclusion 



Pk.j , \H Pk.j It xff 



r. 



et que le terme de droite est sans torsion par la formule de Mackey. Pour voir que l'action de z s est nulle, 
il suffit donc de le vérifier après extension des scalaires Ru C. Par fidélité du foncteur t^/[ ]Ma , il suffit 

encore de vérifier que z s annule i^' J (tTj). Mais ceci résulte du calcul des exposants de Tq j (717) sur un 
corps, effectué au-dessus de 13.3.71 

□ 



3.5 Preuve des lemmes 13.2.51 et 13.3.31 

Nous utiliserons ici les bases de la théorie des opérateurs d'entrelacements sur un anneau de coefficients 
général qui sont décrites dans |21j . Soit B un sous-groupe de Borel et B son opposé. Suivant la terminologie 
de loc. cit. 2.10, un caractère x de A$ est dit (B, S)-régulier si 

Ann fi[j4d ( x )+ p| Ann R[Ai] ( X w ) = R[A $ ]. 

Ici le caractère x es t vu comme un caractère de la iî-algèbre iî^g] et la notation Ann désigne l'idéal 
annulateur d'un iïplgj-module. Cette notion ne dépend pas du sous-groupe de Borel B et on dira donc 
simplement que x es t " régulier" . Elle est encore équivalente à 

Vw e W, Ann R[A9] (x) + Ann R[Av>] ( X w ) = R[A $ \. 

Lemme 3.5.1 Lorsque R est fortement banal pour G, le caractère 5 est régulier au sens ci-dessus. Pour 
G = GL(n), "banal" suffit. 

Preuve : Lorsque R est un corps, ceci est le cas particulier J — du lemme 15.3. 111 Nous donnons ici une 
preuve pour R un anneau, qui permet d'améliorer la restriction sur la caractéristique. Fixons w =/= 1 6 W 
et soit a G S telle que w{a) 7^ a. Notons a v : F x — > A$ la coracine associée à a. Alors 5(a v (cî7)) = q et 
5 w (a v (ru j) = q l où l est la somme des coefficients de w~ 1 (a) dans la base S. Soit h le nombre de Coxeter 
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du système de racines de G, on a donc |1 — l\ < h. Supposons que l'entier Ilo<r^/i(l ~ <7 r ) S0lt inversible 
dans R. Alors l'entier q — q l est aussi inversible dans R de sorte que l'égalité 

q l - q q l - q 

dans R[A$] montre bien que Ann/j[^ ] (<5) + Ann.R[,i 9 ] (ô w ) = R[A$]. L'hypothèse sur R ci-dessus est en 
général plus faible que l'hypothèse "bon et banal". Pour GL(n) elle est équivalente à "banal", par la 
formule donnant le cardinal de GL n (¥ q ). □ 



3.5.2 Preuve de 1.12.51 i). H) et iii) : Fixons deux sous-groupes de Borel B et B' . Par réciprocité de 
Frobenius, on a Home (fj^(à~), ï%> (S)) ~ HomA 9 {r G o ï~£(5),ô^. Mais d'après le lemme géométrique 
2.12] et la régularité de ô du lemme précédent, on a 

wew 

On en déduit la première assertion de !3.2.5| i). Pour l'existence et la définition d'un opérateur d'entrelace- 
ment "canonique" dans ces circonstances, nous renvoyons à |21l 2.11]. Pour les propriétés 13 . 2 . 51 ii) et iii) 
que ces opérateurs satisfont, nous renvoyons à la proposition 7.8. de loc. cit. 

3.5.3 Preuve de \H.3.rH i) : Dans ce paragraphe, R est donc un corps algébriquement clos de caractéristique 
bonne et banale (ou simplement banale pour GL(n)). D'après on a une partition 

W.S= □ Exp (A ,if (tt)). 

7r6JH(fg(5)) 

En particulier, JH(i B (ô)) est sans multiplicités. Soit tt un sous-quotient irréductible de îg (S), et soit 

w tel que ô w G Exp(A(/),rQ + (tt)). Par réciprocité de Frobenius-Casselman, on a un morphisme non nul 
J s, (à w ) = ^Rm- 1 (^) — y n ) ce 1 u i montre que tt est un quotient d'une induite du type îg(ô). 

Fixons maintenant B, alors par les mêmes arguments, une représentation irréductible tt de G est un 
quotient de i^(S) si et seulement si ô £ Exp(A$,rQ (tt)). Par la partition ci-dessus, une telle représentation 
est unique (à isomorphisme près). Puisque Home ^fg (ô), ï% + (S^j ^ 0, c'est bien un sous-quotient de ï'bJ^S). 

Remarque : Choisissons un ordre total ^ sur l'ensemble V(S) des sous-ensembles de S, raffinant l'ordre 
induit par la relation d'inclusion. On obtient une filtration décroissante Fil/ := ^Z I<K Indp K (1) de 

Inef^ + (1) dont le gradué est ®/ C s T? ( on P eu t P ar exemple le vérifier en calculant les exposants de 

rg + (Fil/)). Il s'ensuit que dans le groupe de Grothendieck on a l'égalité 

Ind G B+ (1) = $>* 
/es 

et que les 7rp sont à supports disjoints. En particulier, on a long(Indg + (1)) ^ |7 :> (S')|. 

3.5.4 Preuve de \H.3.3\ ii) : R est toujours un corps algébriquement clos (fortement) banal. L'implication 
(a) =>■ (b) est tautologique. Supposons que ?g(ô) et i%(5) ont leurs uniques quotients irréductibles isomor- 
phes et appelons tt (la classe d'isomorphisme de) ce quotient. Montrons que l'opérateur d'entrelacement 
Jb'\b-> est 11011 nu l> d°it être surjectif. En effet, son image est non-nulle, et a pour (unique) quotient 
irréductible tt. Si son conoyau était non-nul, il aurait aussi tt comme (unique) quotient irréductible, contre- 
disant la multiplicité 1 dans J H (1^,(8)) . Donc Jb>\b ef >t surjectif. On en déduit maintenant qu'il est injectif, 
puisque pour tout sous-groupe ouvert compact H de G, on a dimji(i% (S) H ) = dimn(ÎQ,(S) H ) = \B\G/H\. 
On a donc prouvé (b) => (a). 
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Il nous reste maintenant à montrer que Jb'\b est un isomorphisme si et seulement si C := C(B') 
et C := C{B) sont dans un même Xj pour un certain J Ç S. Etudions d'abord le cas particulier 
où les chambres C et C" sont adjacentes, le mur étant associé à une racine r. Le sous-groupe de Levi 
M r := Za(ker r) est un groupe réductif déployé de rang 1 (dont le groupe adjoint n'est autre que 
PGL{2)). Le caractère S est (i?nM 7 .,B'nM T .)-régulier (c/ 21, 7.8. ii)]) et on dispose donc d'un opérateur 
d'entrelacement non nul Jb' \b m '■ %nM r (*) — > J s'nA/ r (*)■ Après avoir étudié les séries principales (en 
caractéristique banale) de ces groupes déployés de rang 1, voir par exemple [22], ou |^ 8.4.i)] couplé à la 
formule pour la mesure de Plancherel des séries principales de SL(2) et PGL(2), on sait que les assertions 
suivantes sont équivalentes : 

i) La représentation i B nM (*) es ^ réductible. 

ii) L'opérateur Jb' m \b m n 'est pas inversible. 

iii) S o r v = qp va ^ F , égalité de caractères lisses G m (F) = F x — ► R x . 

Si l(r) désigne la somme des coefficients de r dans la base S, alors la dernière assertion est encore 
équivalente à : q 1 ^ = q ±x . Comme on l'a déjà vu un peu plus haut, sous notre hypothèse de caractéristique 
banale, ceci équivaut à l(r) = ±1 ou encore r G ±S. 

En utilisant maintenant 13 . 2 . 5l ii) et iii), on déduit de la discussion précédente que Jb'\b est inversible 
si et seulement si il existe une galerie tendue entre C et C dont tous les murs successifs sont distincts 
des murs associés aux racines simples, autrement dit, une galerie incluse dans une composante connexe 
de X privé des orthogonaux des racines simples. Une telle composante connexe est un Xj et on a obtenu 
(a) => (c). Pour la réciproque, il faut encore vérifier que deux chambres quelconques dans Xj sont reliées 
par une galerie tendue dont tous les membres sont dans Xj, mais ceci résulte de la convexité de Xj. 

Remarque : Par ce que l'on vient de prouver et l'absence de multiplicité dans J H(ïnd% + (1)), on obtient 
long(Jnd| + (1)) = \V{S)\. On déduit donc de la remarque précédente que les représentations nf sont 
irréductibles. 



3.5.5 Preuve de 13.2.51 iv) : Dans ce paragraphe, R est un anneau fortement banal pour G ou sim- 
plement banal pour GL{n). Remarquons que l'assertion (a) de 13.2.51 iv) est équivalente à " Jb>\b est un 
isomorphisme". Comme la formation de i§(<î) et la définition de Jb>\b sont compatibles à l'extension des 
scalaires par un morphisme R — ► R' , il suffit de considérer le cas "universel" R — Zf ^^^J . 

Or, pour tout sous-groupe ouvert compact H, le sous-iî-module i§(£) ff est libre de type fini. Il s'ensuit 
que Jb'\b est un isomorphisme si et seulement si il l'est après réduction à tout corps résiduel de R et 
donc si et seulement si il l'est après changement des scalaires par un morphisme R — ► C où C est 
algébriquement clos (et nécessairement de caractéristique banale). 

Ainsi l'équivalence que l'on doit montrer est une conséquence de celle de 13.3.31 iii montrée ci-dessus. 



3.5.6 Preuve de Yà.'â.'A ni) ct \3.2.5\ v) : Dans ce paragraphe, R est un anneau (fortement) banal qui sera 
parfois supposé être un corps. Nous allons commencer par traiter le cas J — S des énoncés que l'on veut 
prouver. Dans ce cas, on peut expliciter l'opérateur J b+ \b~ P ar 

J B+ m-- ^) = i ^( s bt) -> ^ + (i) = if + (<î) 

/ ^ J G /Brf(9)dg 

Sous cette forme, on remarque la factorisation 

J b+ \bT ■■ 4M*) ~* 1 = ^ ^ ^ {ô) 

qui est ce que l'on cherchait. 

Fixons maintenant J Ç S et choisissons un sous-groupe de Borel Bj tel que C(Bj) C Xj et C(Bj) n 
Xid = a.j n Xfi (rappelons que X^ est aussi la chambre de Weyl associée à B + ). Alors Bj et B + sont 
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contenus dans le sous- groupe parabolique standard Pj de Levi Mj et par 13. 2. 51 iii). on a un diagramme 
commutatif 

Jb+IBj ^ ffl 



p j ' ' 

où J' est l'opérateur d'entrelacement Jg— nMj \ B nMj ■ ^~ nM {§) — * '*nMj P ar ^ a factorisation 

_ i _ i 

ô = ô P j Sb+dMji e ^ ^ e cas J = S traité précédemment, on obtient donc une factorisation 

Jb + \ Bj : 1% (S) - 1% [ôp]) = Ind% (1) - Ind G B+ (1) = i G B+ (ô). 

Maintenant soit K D J. Comme dans le lemme 13.2.71 on peut trouver un sous-groupe de Borel Bk 
tel que C{B K ) C X K et C(B K ) flï^ = a K n X , et de plus d(B K ,B + ) = d(B K ,Bj) + d(Bj,B + ). On 
obtient alors le diagramme commutatif suivant : 

r% (ô) Ind% (1)<^_ f B+ (ô) ^ ig^) 

Lemme 3.5.7 Pour K ^ J, on a J—^j ° Jb,\b k = 0- 

Preuve : Soient -B et S' deux sous-groupes de Borel adjacents tels que d(Bj,Bj() = d(Bj,B) + 1 + 
d(B',B K ) et tels que C{B) c Xj et C(B') n Xj = 0. Comme on a aussi d{Bj,Bj) = d(Bj,B) + 1 + 
<i(-B', Bj), la composée envisagée s'écrit encore 

J~b7\Bj ° J Bj \b k — Jb~ï\b' ° ° </b|Sj ° J Bj \b ° Jb\b> ° Jb'\b k - 

Par 13.2.51 j). l'endomorphisme Jb\b, ° Jb 7 \b de i B (ô) est un scalaire et commute donc au reste. Ainsi la 
composée envisagée est de la forme 

J'bJ\b j ° Jbj\b k = ? ° Jb'\b ° Jb\b'°? 

et il nous suffira de prouver que J B '\b ° Jb\B' = 0. Par hypothèse, la racine a dont le mur sépare C(B) 
et C(B') est dans 5. Si P est le sous-groupe parabolique contenant B et B' , on a donc par 13.2.51 iii) 

J B '\b ° ^b|B' = 1 p(J'BnM 0l \BnM a ^BnM 0l \BnM a )' 

On est donc ramené à montrer que lorsque G est de rang semi-simple 1, on a J-b~\ b ° Jb + \b^ = 0. 
Lorsque R est un corps algébriquement clos de caractéristique banale, ceci est bien connu. Pour passer au 
cas général, on se ramène au cas universel R — Z[-^L__]. Dans ce dernier cas, la composée envisagée 
est nulle puisque elle l'est sur tous les points de Speciî. 

□ 

Reprenons la preuve de 13.2.51 v) et 13.3.31 iii) là où on l'a interrompue. Rappelons que irj est défini par 
la suite exacte 

Ind$ K (1) — Ind% (1) — nj 0. 

KzyJ 

Ainsi par le lemme et le diagramme qui le précède, on obtient une factorisation 

JbJ\ Bj ■ 4 (*) — — Ind% (1) §j(S) . 
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Il reste maintenant à vérifier que Or est injective. Lorsque R est un corps, cela résulte de l'irréductibilité 
de 7Tj (c/ les deux remarques ci-dessus) et de la non- nullité de JgjiRj- Pour passer au cas général, 
remarquons que la formation de 7Tj et Or est compatible au changement de base. De plus on sait par 
I3.4.2l aue pour tout sous-groupe ouvert compact, {^) H est un iî-module libre, de même que i^— (5) H . La 
propriété d'injectivité n'est pas compatible au changement de base, mais la propriété d'être un plongement 
localement scindable l'est. Ainsi pour montrer que Or induit un plongement localement scindable sur les 
H- invariants, on peut se ramener au cas universel R = Z[ /px G ]> P ms aux localisés de ce cas universel. 
Dans ce dernier cas où R est local principal, la condition de scindabilité est équivalente à l'existence d'un 
mineur inversible pour la matrice de Or dans des bases quelconques de (tt^j) h et i^— (ô) H . Cette existence 
est assurée par réduction modulo l'idéal maximal, en utilisant le cas des corps, déjà traité. 

3.5.8 Preuve de \H.3.$ iv) : Soit B tel que C(B) C Xj, de sorte que ttj est l'unique quotient irréductible 
de i%(ô). Alors sa contragrédiente ttj est l'unique sous-représentation irréductible de ^(J -1 ) = 3 S (s)(^)- 
Mais par l3.2.5l v'). celle-ci est aussi l'image de J Wo ç B ^ Wo ç B y Donc ttj est l'unique quotient irréductible de 

i dont la chambre associée est C(wq(B)) = — wq(C(B)) et est donc contenue dans X_ Wo (jy Donc 

4 Représentations elliptiques et correspondances 

Dans cette partie, nous rappelons des faits bien connus sur les correspondances de Langlands et 
Jacquet-Langlands, d'autres un peu moins connus mais qui le sont certainement des spécialistes, puis 
nous nous consacrons à une description explicite dans le cas des représentations elliptiques. 

4.1 Correspondance de Jacquet-Langlands 

4.1.1 Notations : Il sera commode de considérer des représentations à coefficients dans un corps C 
abstraitement isomorphe au corps des complexes C. Ce corps pourra parfois être C ou un Q ; , selon les 
besoins topologiques qu'on aura. Pour tout groupe H localement profini, nous notons Irrc(H) l'ensemble 
des classes d'isomorphisme de C-représentations lisses irréductibles de H. Pour le groupe Gd, on isole 
certains sous-ensembles remarquables : 

i) On désigne par Cusp c (Gd) Q Irrc(Gd) le sous-ensemble des représentations cuspidales, i.e. dont les 
coefficients sont à support compact-modulo-le-centre. 

ii) On note Discc{Gd) Ç Irrc(Gd) le sous-ensemble des représentations "de la série discrète", i.e. 
dont les coefficients sont de carré intégrable (au sens complexe) modulo-le-centre. Malgré cette 
définition de nature analytique, il se trouve que la notion de "série discrète" de Gd est invariante 
par automorphismes du corps C ; c'est une conséquence des théorèmes de multiplicités limites de 
|55| . ou plus prosaïquement une conséquence de la classification de Bernstein-Zelevinski [fifil Thm 
9.3]. Cela nous permet d'isoler sans ambiguïté un sous-ensemble Discc{Gd) Q Irrc(Gd) dont nous 
appellerons les membres "séries discrètes" par abus de langage. 

On peut considérer la correspondance de Jacquet-Langlands comme le reflet spectral de la correspon- 
dance "géométrique" bien connue entre classes de conjugaison elliptiques semi-simples régulières de Gd 
et de Dî, donnée par l'égalité des polynômes caractéristiques. L'énoncé spectral classique concerne les 
représentations complexes : 

Théorème 4.1.2 (Correspondance de Jacquet-Langlands, \24\ ,J &I ) Il existe une bijection 

JL d : Irrc(D^) ^ Disc c (Gd) 

caractérisée par l'égalité de caractères XJL d (p){g) = (~ l) d ~ 1 Xp( x ) pour toutes classes elliptiques g g 
Gd,x € se correspondant (i.e. ayant même polynôme minimal de degré d). 

Remarquons que l'égalité de caractères de cet énoncé peut se tester sur les fonctions localement 
constantes à support compact dans l'ensemble (ouvert) des elliptiques réguliers, et ne fait donc intervenir 
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que le caractère-distribution des représentations de Discc(Gd)- Ce caractère-distribution est défini sur 
n'importe quel corps de coefficients, en particulier sur C. Compte tenu de ce que l'ensemble Discc(Gd) 
et la condition d'égalité des caractères sont stables par l'action des automorphismes du corps C, l'énoncé 
ci-dessus se transfère sans ambiguïté à un énoncé formellement analogue sur le corps C. Nous noterons 
encore JLd : Irrc(D^) — ► Discc(Gd) la bijection obtenue. 

4.1.3 Groupes de Grothendieck : Notons maintenant R(Gd) et R(D^) les groupes de Grothendieck des 
C-représentations de longueur finies. La bijection de Jacquet-Langlands induit une injection R(D^ ) 
R(Gd) 7 vérifiant l'égalité de caractères du théorème 14.1.21 sur les classes de conjugaison elliptiques se 
correspondant. On veut définir une rétraction pour cette injection, vérifiant la même égalité de caractères. 
Soit x un caractère lisse de K x , notons R(Gd, x)i resp. R(D^ , x), le sous-groupe de R(Gd), resp. R(D^), 
engendré par les irréductibles de caractère central \- Les décompositions selon le caractère central R(Gd) = 
X R(Gd, x)) resp. R(D^) = © x , x)j son t respectées par l'application JL. De plus, les groupes 
R(Gd,X) e t R(D%,x) son t munis de formes bilinéaires entières, voir |58) . 

(.): R(G d , X )xR(G d ,x) - Z 

et respectivement pour . Ces formes bilinéaires en induisent une sur la somme directe R(Gd), resp. 
R(D^), que l'on note de la même manière. Dans le cas de D% , cette forme est non dégénérée et on a 
simplement (p, p!) — dimHom D x (p, p'). Dans le cas de Gd, la situation est sensiblement plus compliquée. 
Notons Ri(Gd) le sous-groupe de R{Gd) engendré par les induite paraboliques de représentations de 
sous-groupes de Levi propres et R(Gd) le quotient R(Gd)/Ri(Gd)- 

Lemme 4.1.4 R(Gd) est libre sur Z et la forme bilinéaire ( , ) s'y descend et y est non-dégénérée, une 
base orthonormale étant donnée par les images de séries discrètes. 

Preuve : Pour cette preuve, nous pouvons identifier C et C. L'énoncé est alors une conséquence des trois 
propriétés suivantes : 

i) La classification de Zelevinski (S2j(ou celle dite du quotient de Langlands) montre que 

R{G d )= Z[i&*(o^)] 

où [?] est l'élément de R(Gd) associé à la représentation ?, les triplets (M, a, ip) sont formés d'un sous- 
groupe de Levi standard de Gd (c'est-à-dire un produit de GLd i diagonaux), d'une représentation 
tempérée de M et d'un caractère non-ramifié de M "dans la chambre de Weil positive" , et sont pris 
à G^-conjugaison près. Le signe i A f est l'induction parabolique normalisée le long du parabolique 
triangulaire supérieur dont le Levi est M. Comme on sait de plus que les représentations tempérées 
de Gd sont soit induites, soit des séries discrètes, on en déduit 

R(G d )=l ZWj @Rj(G d ), 
\7reDisc c (G d ) ) 

ce qui montre que R(Gd) est libre sur Z et qu'une base en est donnée par les images des séries 
discrètes. 

ii) Soit M un sous-groupe de Levi standard de Gd et 7r une représentation admissible de G d - Alors pour 
toute représentation admissible de G d , un argument de déformation attribué à Kazhdan dans 58 
montre que 

(7r,i^(a)) = (i^(«7),7r)=0. 

iii) Soit 7r, tt' deux séries discrètes de Gd, on a par |fil| 

(■TT, tt') = Snnt. 
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□ 



D'autre part, la formule des caractères induits de Van Dijk [^Oj montre que l'application qui à un 
élément x € R(Gd) associe la restriction de son caractère-distribution aux éléments elliptiques réguliers 
se factorise à travers le quotient R(Gd). On déduit alors du théorème l4.1.2l lc 

Corollaire 4.1.5 L'application R(D^) -^—4 R{Gd) induit un isomorphisme isométrique 

R(D*)^R(G d ) 

caractérisé par l'égalité de caractères du théorème \4-1.2\ 

En conséquence, on a un morphisme dans l'autre sens R(Gd) — ► R{Gd) — ► ) que nous noterons 

encore JLd ! Ceci permet de définir JLd(Tt) pour toute représentation de Gd- C'est a priori seulement un 
élément de R(D^). 

Lemme 4.1.6 Soit tt une C -représentation irréductible de Gd- Les propriétés suivantes sont équivalentes : 
i) 7r a le même support cuspidal qu'une série discrète. 

ii) 7T a un caractère non nul sur les éléments elliptiques semi-simples réguliers, 
iii) L'image de tt dans R(Gd) est non nulle. 

Rappelons que le support cuspidal d'une représentation irréductible tt est l'unique classe de conjugaison 
de couples (M, r) formés d'un sous-groupe de Levi M et d'une représentation cuspidale irréductible r de 
M qui apparaît dans le module de Jacquet normalisé de tt le long d'un parabolique de Levi M. 

Preuve : L'implication ii) iii) est une conséquence de la formule de Van Dijk |6Uj qui montre que le 
caractère d'une induite parabolique en un élément semi-simple régulier elliptique est nul. 

Pour voir l'implication iii) =>• i), écrivons [tt] — 2(Mct)[Az\/ 7 )] (somme d'induites de représentations 
essentiellement tempérées) comme nous le permet la classification par le quotient de Langlands. On peut 
supposer que les supports cuspidaux de chaque a sont contenus dans celui de tt. Comme les tempérées 
sont soit induites, soit des séries discrètes, on voit que si 7r <^ Rj(Gd), alors il y a une série discrète de 
même support cuspidal que tt. Donc iii) => i). 

Pour l'implication i) ii), on peut utiliser la combinatoire de la classification de Zelevinski. Soit Tr dlsc 
l'unique série discrète de même support cuspidal que tt. Avec les notations de )66j . on sait qu'il existe un 
(unique) segment A = [r, r'] où r est une cuspidale irréductible de Gd 1 avec d' diviseur de d, de sorte que 

i) L'ensemble partiellement ordonné des multisegments de support [r, r'] a pour plus petit élément 
a mm = {A} et plus grand élément a max = {{r'}, • • • , {t}}. 

ii) TT dlsc = (a max ) et toutes les représentations de même support cuspidal sont de la forme (a) pour un 
multisegmcnt a de support [t, t'] . 

iii) La représentation irréductible (b) associée à b apparaît comme sous-quotient de la représentation 
induite 7r(a) associée à a si et seulement si b ^ a, et dans ce cas sa multiplicité est 1. 

Supposons maintenant que tt = (a). Pour b < a notons d(b,a) la longueur d'une chaîne maximale b < 
m\ < ■ ■ ■ < a (i.e le nombre d'opérations "élémentaires" au sens de 7] pour passer de a à b), on 
obtient donc l'égalité dans R(Gd) 

[(a)]=E(- 1 ) d(M [ 7r ( 6 )] 

Or, pour b = a m i n , on a (a m i n ) = 7r(a m i„) (c'est la représentation de Speh associée à A et c'est l'image de 
la série discrète Tr dlsc par l'involution de Zelevinski) et pour a m i n ^ 6, la représentation 7r(6) est une induite 
"propre". On obtient donc la congruence [k] = i[(a m j„)] mod Ri(Gd) dans R(Gd). En l'appliquant aussi 
à 7r dlsc , on obtient 

[tt] = ±[7T dlsc ] mod R!{G d ). 

La formule de Van Dijk montre alors que les caractères de 7r et n dtsc coïncident au signe près sur les 
éléments elliptiques. Or, les formules d'orthogonalité pour les séries discrètes montrent que le caractère 
d'une série discrète sur ces éléments est non nul. 
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Une représentation satisfaisant les propriétés équivalentes ci-dessus sera dite elliptique et nous noterons 
Elle {G d) C Irrc(Gd) le sous-ensemble des classes de représentations elliptiques. On a bien-sûr 

Cus Pc {Gd) C Disc c (G d ) c Ell c (Gd) . 

Nous allons donner une classification de ces représentations adaptée aux besoins de ce texte. 

Notation 4.1.7 Soit p G Irrc(D^). Nous noterons 

- dp £ W l'unique diviseur de d et t° l'unique représentation cuspidale irréductible de Gd/ dp tels 

que JLd(p) apparaisse dans l'induite parabolique standard normalisée ^ dp ( | det | 2 P t° x • • ■ x 

\det\ P 2 Tp). L'existence de d p et est assurée par la classification des séries discrètes de Gd par 
Bernstein-Zelevinski, \6ô\ Thm 9.3]. 

- M p le sous-groupe de Levi standard (Gd/d p ) dp et r p la représentation supercuspidale irréductible 
Tp\det\( 1 ~ dpS> / 2 (g) • • • <g |efei|( dp ~ 1 ' ) / 2 de M p . Ainsi la paire (M p ,t p ) est un représentant du support 
cuspidal de JLd(p) 

4.1.8 Rappels sur la théorie de Bernstein : Si G est un groupe réductif p-adique, rappelons que 
Mode (G) désigne la catégorie abélienne de toutes les C-représentations lisses de G. Soit (M, t) une paire 
Levi-cuspidale, définissons Sf f r la sous-catégorie pleine de Modc{G) formée des objets dont tous les 
sous-quotients irréductibles contiennent (M, t0) dans leur support cuspidal, pour un certain caractère 
non-ramifié if> de M. On sait que la catégorie est un "facteur direct indécomposable" (que nous 

appellerons bloc de Bernstein associé à (M, r)) de Mode (G) et qu'on a une décomposition 

Mod c (G)^ 58« >T 

(Af,r)/~ 

où (M, t) ~ (M' , t') si et seulement si il existe g <E G et ip caractère non ramifié de M tels que M 1 = M 9 
et t' = (ti/j) 9 (équivalence "inertielle"). En particulier, les idempotents centraux primitifs de Modc(G) 
sont en bijection avec les classes inertielles de paires (M, r). 

Pour un produit de groupes linéaires, lorsque M = T est un tore maximal et r est un caractère 
non-ramifié de T, on appelle parfois le bloc associé <8!f 1 le "bloc unipotent" de G. 

A l'opposé, lorsque M = G, le bloc est dit "cuspidal". Dans le cas G n = GL n (K), les blocs cuspidaux 
ont une structure simple : 

Fait 4.1.9 Si t g Cusp c (GL n (K)) , et f T est le nombre de caractères non ramifiés de K x tels que 
(x° rfei)(g)7r = 7r alors pour toute extension finie K'\K de degré résiduel f T , il existe une unique équivalence 
de catégories Q5g T »f'x 1 = Mod c (K ,x /£>£,) telle que 

i) oi t _k'{t) est la représentation triviale de K' x et 

ii) pour tout caractère non ramifié x '■ K x — y G x , on a 

a T ((x o det) ® 7r) = (x o N K ,\ K ) (g) a T (7r). 

De plus si deg(K'\K) — n, alors pour toute représentation irréductible r' dans ( Bq t! on a u) T i(zn) — 
(j r (m)u> aT f T r\(m) pour toute uniformisante w de K. 

Preuve : Cela est implicite dans [17] . voir notamment la discussion suivant (7.6.18) et le lemme (6.2.5). 
Mais c'est en fait beaucoup plus élémentaire et on n'a pas besoin de la théorie des types simples ! Esquissons 
les arguments : par Bernstein JOj et un peu de théorie de Clifford (Voir 14. 3^21 pour quelques détails) on 
montre que 23g est équivalente à Modc(G T /G°) où G est le noyau commun de tous les caractères 
non ramifiés de G et G T est le noyau commun de ceux qui stabilisent la classe d'isomorphisme de r. Si 
on envoie un générateur de G T /G° sur un générateur de K' /O^,, on obtient une équivalence ayant les 
propriétés requises (noter que la dernière assertion est équivalente à |det(ra7)| = \Nk'\k(jz)\)- 
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Pour l'unicité, on est amené à montrer qu'une auto-équivalence de Modcfâ) qui "stabilise" les car- 
actères est isomorphe à l'identité. Par Morita, une telle auto-équivalence est donnée par un C[X , Y" ±:L ]- 
module P qui est projectif de type fini séparément sur C[X ±:L ] et sur C[y ±3 "]. En tant que C[X ±:L ], P est 
nécessairement de rang 1 et donc isomorphe à C[X ±1 }. L'action de Y sur P est donnée par un polynôme 
Q(X), et l'hypothèse dit que pour tout c G C, on Q(c) = c. Donc Q(X) = X. 

□ 

Pour ce qui est des blocs non-cuspidaux, toujours dans le cas GL n , Bushnell et Kutzko en ont donné 
une belle expression en termes d'algèbres de Hecke dans Le cas qui nous intéresse est celui où M 
est un produit de GL de même taille et r est un produit tensoriel d'une même représentation cuspidalc. 
Dans ce cas la théorie de Bushnell-Kutzko généralise l'énoncé ci-dessus en montrant qu'un tel bloc est 
équivalent au bloc unipotent d'un groupe linéaire plus petit sur un corps plus gros. 

Si p G Irrc(D^), la description des blocs cuspidaux s'applique à la représentation r° de Gd p - En fait le 
nombre f T o est aussi le nombre f p de caractères non ramifiés de D d stabilisant la classe de p. Par produit, 

l'équivalence a T o induit une équivalence a Tp : Tp — ► Q3^, X L* y 

Fait 4.1.10 (Bushnell-Kutzko) Soit p £ Irrc(D d ). Il existe une extension K p de K de degré d/d p et 
degré résiduel f p et une équivalence de catégories a p s 'inscrivant dans le diagramme commutatif suivant 



■°M p ,t p T' ,1 



G' 



oùG' d := GL-dAK') etT' d est son tore diagonal, et les flèches verticales désignent les joncteurs paraboliques 
normalisés standard. De plus, on a 

i) a p {J Ld{p)) est isomorphe à la représentation de Steinberg de G' d = GLd p (K p ). 
ii) Pout tout caractère non ramifié \ de K x , on a 

a P ((X ° det) <g> tt) ~ (x o N KplK o det) ® a p {%). 

iii) Pour toute représentation tt G 03^- r ^ e ^ e 1 ue ^{"oj) soit un scalaire, a p (iv)(vj) est aussi un scalaire 
et on a a p (ir)(u7) = Tr(w)u> p ('cu)~ 1 . 

Preuve : L'existence de a p rendant le diagramme commutatif est donnée par |17l Thm (7.6.20)+ Cor 
(7.6.21)]. En fait, pour être un peu plus précis, l'équivalence de catégories donnée par loc.cit ne concerne 
que les représentations admissibles de longueur finie. Pour obtenir l'équivalence des blocs "en entier" , il 
faut utiliser aussi ^Hl- L'existence du diagramme commutatif est donnée par |171 7.6.21] (même renvoi 
à 5Hj pour les blocs "en entier"). Le fait que l'image de JLd(p) est la Steinberg est une conséquence de 
|T7I Thm 7.7.1] et du fait que le support cuspidal de cette image contient (T d , 1) par définition de a Tp 
et compatibilité aux foncteurs paraboliques. La compatibilité à la torsion par les caractères se déduit de 
|17l (7.5.12)]. La dernière propriété est mentionnée en ^| (7.7.6)] pour les représentations admissibles. 
Elle se généralise aux autres représentations, en utilisant la discussion de |171 (7.5.9)] par exemple. □ 

D'après la définition des représentations elliptiques, l'équivalence de catégories a p induit une bijection 
entre l'ensemble Ellci^B^j T ) des représentations elliptiques de G<j dans le bloc 03 M d et l'ensemble 

G' 

Ellci^rp^" 1 ) des représentations elliptiques de G' dp dans son bloc unipotent. Notons que cette bijection 
ne dépend pas de a p , seulement de l'existence de a p rendant commutatif le diagramme ci-dessus. 
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4.1.11 Classification des représentations elliptiques : L'assertion I4.1.1HI ramène la classification des 
représentations elliptiques de Gd à celles des blocs unipotents des GLd'(K') pour d! divisant d et K' 
extension de K de degré ^ d. Or, les représentations elliptiques du bloc unipotcnt de GLd>(K') sont 
par définition les sous-quotients de l'induite droite Ind B d ' K (1) à partir d'un sous-groupe de Borel 
de GLd'(K'). Nous avons déjà rappelé la classification de ces représentations dans la partie 0; elle ne 
fait intervenir que le système de racines et pas le corps de définition K'. Soit l'ensemble des racines 
simples de Gd' que nous identifierons à celui de GLd'(K'). Pour tout / Ç Sd', nous noterons ici 7Td',i, 
resp. T^d' i l a représentation de Gd 1 , resp GLd'(K'), définie en 12.1.11 où elle était notée simplement 717. 
L'application (/ Ç Sd>) vr^ 7 définit donc une bijection entre l'ensemble V(Sd') des sous-ensembles de 

Sd' et l'ensemble des C-représentations elliptiques du bloc unipotent ç & ( ^ L l i ' tyK ■* Cette bijection envoie 
sur la représentation de Steinberg et Sd' sur la représentation triviale. 

Notation 4.1.12 Soit p G Irrc(D^) et ct p l'équivalence de catégories de \J^.l.il\ Nous noterons ix l p :— 
ctp 1 (^ p I ), pour I Ç Sd p - Ce sont les représentations elliptiques de Gd dont le support cuspidal est le 
même que celui de JLd(p). On a donc en particulier JLd(p) = ir p . 

L'application (p 6 Irrc(D^), I Ç S dp ) 1— >• -k 1 6 Ellc(G £ ;) est une bijection. On obtient ainsi une 
classification de toutes les représentations elliptiques de Gd- 

Comme on l'a mentionné à la fin de la preuve de 14. 1.61 si n c est la série discrète de même support 
cuspidal que la représentation tt 6 EUc(Gd), alors on a [tt] — ±[7r dîsc ] dans R(Gd) et par conséquent : 
JLd{n) — ±JLd(TT dlsc ). On peut préciser ce signe en termes de la classification ci-dessus : 

Remarque 4.1.13 Supposons que -K dlsc = JLd(p) — tt® pour p G Irrc(D^) et que tt = nj, pour I Ç Sd p - 
Alors on a dans R(Gd) l'égalité [ir^] = (— l)' 7 ' [7r?] . Par conséquent on a aussi 

JLdW p \ = (-l) m [p] 

dans R(D*). 

Preuve : Grâce à l'équivalence de catégories a p et à ses propriétés de commutation à l'induction 
parabolique, on est ramené à prouver l'égalité [tt^ /] = (— l)' 7 ' [7^ 0] = [Sta d ] dans R(Gd p )- Pour 
prouver celle-ci, notons Pj le parabolique standard de Gd associé à I Ç Sd p - Le lemme X.4.6 de 
montre que dans R{Gd p ), on a 

k,/]= E (-i^'^a)]- 

/CJCS dp 

En appliquant ceci à I et 0, on obtient [-K dp ,i] = (-l)^ -1- ! 7 ! [1 G ] = (— 1) |J| [St Gdp ] . 

□ 

Remarque 4.1.14 La duale de est 7r 7 v , où l'on identifie Sd p — Sd pV et I est l'image de I par 
l'involution —wq de Sd p dans lui-même en notant wq l'élément de plus grande longueur du groupe de 
WeyldeG dp . 

Preuve : Remarquons tout d'abord que par compatibilité de la correspondance de Jacquet-Langlands à 
la contragrédiente, on a JLd{p y ) = JLd{pf et par suite M p v = M p et r p v ~ (t p ) v . Soit maintenant 
P p le sous-groupe parabolique standard de Levi M p . L'ensemble des racines simples de Z(M P ) dans P p 
s'identifie à Sd . Ce dernier est donc en bijection I >—> P p j avec l'ensemble des sous-groupes paraboliques 
standards contenant M p . 

On peut expliciter la définition de n p à travers l'équivalence a p de la manière suivante : Soit M p j 
la composante de Levi standard de P p j et Q p j le sous-groupe parabolique standard de M p j dont la 
composante de Levi est M p . Alors on a 

^ = Cosoc (i^ (Sœ(#£(r p )))) 
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où le socle et le cosocle se trouvent être irréductibles. Par dualité il vient 

- soc (cosoc ((r P n))) 

En appliquant l'équivalence a p v , on obtient 
qui d'après l3.3.3l iv) n'est autre que ir d j. 



□ 



4.1.15 Extensions entre représentations elliptiques : On a vu que l'application "de Jacquet-Langlands" 
JLd : iî(-DÏ) — ► R(Gd) préserve les caractéristiques d'Euler-Poincaré (à caractère central fixé). Mais 
l'ingrédient essentiel de ce texte est le calcul de tous les groupes d'extensions entre représentations ellip- 
tiques. Celui-ci se ramène par les équivalences ot p de l4.1.10l au calcul de la partieCUsur les séries principales 
elliptiques de Gd p - 

Fixons une uniformisante w de K . Nous noterons par la même lettre son image dans le centre de Gd 
ou celui de D d par les inclusions K x C Gd, D d et nous noterons w 1 le sous-groupe qu'elle engendre 
dans Gd ou D d . Remarquons que par la caractérisation de la correspondance de Jacquet-Langlands, si 
p G Irrq (D d /nj z ) alors JLd(p) € Irrq (Gd/tJ 1 ) et par conséquent toutes les représentations 7r p ont aussi 
un caractère central trivial sur w. 

Proposition 4.1.16 Soient p, p' G Irr^ (D* et I Ç S dp ,I' Ç S dpl ■ 

i) Pour tout iëN, on a 



Exû 



f r -\ [Q, si p~p' et i= 6(1,1') 

" g "/ œZ Vp^p 1 ) \ si p^ p' oui ± 5(1, f) ' 

ii) Soient I, J, K trois sous- ensembles de Sd p tels que 5(1, J) + ô(J, K) = 5(1 , K), alors le cup-produit 

U : firtgJJ, tf tV fi % ExtffJ («) Erfg£> («) 

est un isomorphisme. 

Preuve : Commençons par montrer la nullité des Ext lorsque p p' . Tout d'abord, si u> p , x ^ Upi^y, , 
alors les Ext sont évidemment nuls. Supposant alors lo p = u> p i , on a 

Exf Gd ^ p fâ,*}) =Exf Gd/m z 

car les objets projectifs de Mod ulp (Gd) sont encore projectifs dans Mod^-^G d / tu 1 ) . Rappelons maintenant 
que si tt, tt' sont deux représentations irréductibles de même caractère central u> mais de supports cuspidaux 
distincts, alors Ext G uJ (tt, tt 1 ) = pour tout i G N, voir par exemple |I 6.1]. Or, le support cuspidal de 
TTp est le même que celui de 7r® = JLd(p). Comme il y a au plus une série discrète de support cuspidal 
donné, on en déduit l'assertion. 

Pour le reste du théorème, nous allons nous ramener au théorème 13 . 1 .41 grâce à l'équivalence a p . Pour 
cela, remarquons que par la propriété iii) de 14.1.101 a p induit une équivalence entre la sous-catégorie 

pleine des objets de 2J^ d triviaux sur vo et la sous-catégorie pleine des objets de 25 T d 1 p triviaux sur w 
(rappelons que G' d — GLd p (K p ) avec les notations de l4.1.10|) . Il s'ensuit que 

Ext h d /^ tâ'rf) = Ext h' dp /^ (^d p P j^d p j) ■ 

Mais puisque jw 1 est compact, les objets projectifs de Mod^(PG' dp ) sont encore projectifs lorsqu'ils 
sont vus comme objets de Mod^ (G' dp /w z ) de sorte que 

Ext *G> dp /u>* (4 p P j^d p :j) = Ext* PG , dp (vrf;,,^) . 
On est donc ramené au théorèmc l3.1.4l □ 
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4.2 Correspondance (locale) de Langlands 

Soit K nr la sous-extension non ramifiée maximale de K dans K ca et K nr sa complétion. On note 
toujours Ik '■= Gal(K ca / K nr ) C Wk le groupe d'inertie de K. 

4.2.1 Formulation à la Weil-Deligne : Rappelons qu'une "représentation de Weil-Deligne" a de Wk à 
valeurs dans le corps C est un triplet (<r ss ,N a , V a ) où 

- V a est un espace vectoriel de dimension finie sur C, 

- a ss : Wk — ► GL(V a ) est une représentation continue (pour la topologie discrète de C) et semi- 
simple de Wk- 

- N a G Endc (Va-) est un endomorphisme nilpotent de V tel que pour tout w € Wk, on a 
(4.2.2) a ss (w)N (T (7 sa (w)- 1 = \w\N a . 

Notons Repç(WDK) l'ensemble des classes d'équivalences des C-représentations de Weil-Deligne de di- 
mension d. La correspondance de Langlands sur K est une famille de bijections (o~ d ) d £iq* 

a d : Irr c (GL d (K)) ^ Rep£(WD K ) 

qui vérifient un certain nombre de propriétés suffisantes pour les rendre uniques (compatibilité avec la 
théorie du corps de classe qui donne aussi le cas d = 1, préservation de certains invariants de nature 
arithmético-analytique (facteurs L et e de paires), etc.). Nous renvoyons à (HSj)EHj pour l'énoncé précis 
de ces propriétés caractéristiques que nous n'utiliserons pas en totalité. Nous utiliserons sans commentaires 
particuliers la compatibilité à la contragrédiente et la compatibilité à la torsion par les caractères qui dans 
le cas des caractères non ramifiés s'exprime formellement ainsi : 

Vtt e Irr c {G d ),Va e C x , (7 d ((|det| a 7r) = | - |<V d (7r) 

(en particulier, on a normalisé le corps de classes de manière à ce que les uniformisantes correspondent 
aux Frobenius géométriques). Rappelons par ailleurs que 

a d (Cusp c (G d )) = {a e Rep^.(WD K ) irréductibles}. 

En fait, la correspondance est déterminée par sa restriction aux représentations cuspidales de G d et 
irréductibles de Wk, la classification de Zelevinski j^E] et la classification des représentations de Weil- 
Deligne en fonction des irréductibles de Wk- 

La géométrie algébrique réalise plutôt une variante de la correspondance de Langlands, appelée parfois 
correspondance de Hecke et qui se déduit de celle de Langlands par une simple torsion "à la Tate" par le 
caractère w i— > Iwl^ - . Il est sous-entendu ici que l'on choisit toujours (si besoin) la racine carrée positive 
de q dans C pour définir une puissance demi-entière de | — |. Pour les représentations cuspidales, cette 
variante se trouve être compatible aux actions des automorphismes de C des deux côtés, cf j23 (7-4)]. 
L'extension aux représentations non cuspidales respecte cette compatibilité, comme nous allons le préciser 
maintenant en suivant |37l (7.4)]. Si r est un automorphisme de C et a = (a ss , N, V) une représentation de 
Weil-Deligne, notons a T := (a ss (g) 1, N® 1, F®c,t C). Cela définit une action de Aufc(C) sur Repc(WD K ) 
et de même on en définit une autre sur Irrc(G d ). 

Fait 4.2.3 Pour tout automorphisme t du corps C et toute représentation tt € Irrc(G d ), on a 

\-\ {1 - d)/2 a d (K T ) = (\-\ {1 - d)/2 v d (K)Y- 

Preuve : Le cas le plus difficile est celui où tt est cuspidale ; il est prouvé dans [23 (7-4)] (et cela repose 
sur des compatibilités avec des cas de correspondance globale). 

Pour le cas général, modifions un peu l'énoncé en introduisant la notation e T = t(^/ç) / \/q G {±1} et 
les caractères 

e T : 9 EG d ^ e^lodet( 5 ) et ^ . w e Wr _ e J°S,M 
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L'énoncé que l'on veut prouver se reformulc en 

(4.2.4) a d (n T )=ei- 1 a d (ny. 

Etant données iri , • • • , 7r r des représentations de Gd 1 ,■■■<, Gd r , notons 7Ti x • • • x 7iy la représentation de 
Gd t -\ yd r induite parabolique standard normalisée. Alors si d = d\ + ■ ■ ■ + d r , on calcule 

(tti x ■ • • x n r ) T = ei~ dl nl x ■ • • x £ ^- d -<. 

Supposons maintenant que cette induite est irréductible et que l|4.2.4|l est connu pour chaque ni. On sait 
alors que 

Od(7ri x ■■• x 7T r ) = er rfl (7ri) © • • • © a dr {ir r ) 

et on en tire immédiatement l'énoncé pour l'induite. D'après la classification de Zelevinski, cela nous 
ramène au cas où tt est l'unique quotient irréductible de 

St fel (|dei| ni 7r g ) x ••• x St kr (\det\ n -7r g ) 

avec ni ^ • • • ^ n r e Z et 7r 9 e Cusp c (G g ). On a noté ici Stfc7r g l'unique quotient irréductible de 
ngldet^ 1 ^^/ 2 x • • • x iTgldet]^^ 1 ^ 2 (k facteurs, on passe au suivant en multipliant par |det|). Remarquons 
que (St fc 7r g ) T = St fc (£^-f- fc+1 7rp. Par ailleurs, d'après [3E1 2.7], on a a kg (St k Tr g ) = a g (ir g ) (g> a k (St Gk ). 
On calcule donc 

<7 kg ((St k n a y) ^a kg (St k (s h T ^- k+1 nl)) = e^-^a^D © a fc (St G J 

= £ ^-^ fe+1 e ;-%i- fc KK) ® ^(st Gfc )) T 

= 4- fc9 a fefl (St fc 7r 9 ) T 

compte tenu de ce que l'on sait déjà pour 7r g et St Gfc . Ainsi (|4.2.4H est vérifié pour les représentations du 
type Stfc(7r 9 ). Revenons à notre représentation irréductible 7r et rappelons que selon |33 2.9], il lui est 
associé la représentation galoisienne 

crd(vr) = a kig (St kl {\det\ ni TT g )) © • • • © <J krg St kr (\det\ n "ir g )). 

Remarquons par ailleurs que n T est l'unique quotient irréductible de la représentation 

ef- k ^(St kl (\det\^w g )Y x ... x ef^ (St kr (\det\^n g )y 

qui n'est autre que la représentation 

St fcl (eï~ kl9 e k ; i9 - 9 - kl - 1 \det\ ni TT T g ) x ••• x Stfc, (e d T - kl9 e k T ig - 9 - kl - 1 \det\ n ^ T g ) . 

Il lui est donc associé la représentation 

id(^) = °k ig (St fcl ( £ ^- s - fel - 1 |det|" 1 7rp) © • • • © a krg (Stj^ (e^-»-*-" 1 ] det] n -7rj)) 

qui n'est autre que 

4~ kl9 <rk ig ((Stfc, (\det\ n ^ g )Y) © • • • © £^ fe "V fe ,. s ((Stfc r (|det|^7r 9 )) T ) . 

Ainsi, par le cas déjà traité des représentations St, on en déduit (|4.2.4II pour n. 

□ 

La compatibilité aux automorphismes de C permet de transposer sans ambiguïté la correspondance 
de Langlands tordue à la Hecke au corps abstrait C. Pour obtenir une correspondance de Langlands sur 
C, il faut alors choisir (si besoin) une racine du cardinal du corps résiduel de K. 
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4.2.5 Formulation continue l-adique : Lorsque G = Q;, nous avons besoin d'une formulation en ter- 
mes de représentations continues Z-adiques de Wk plutôt que de représentations de Weil-Delignc. Voici 
brièvement le lien entre les deux formulations expliqué par Deligne dans |2ril 8]. Rappelons que Wk est 
muni de la topologie définie par la topologie profinie de Ik et la topologie discrète de Wk/Ik — Z. On 
note alors Repf (Wk) l'ensemble des classes d'équivalences de {^-représentations Frobenius-semisimples 
qui sont obtenues par extension des scalaires de représentations continues de Wk à valeurs dans une 
extension finie de Q;. 

Rappelons que nous avons fixé un progénérateur p de Z;(l) et qu'il lui est associé le morphisme surjectif 

t M : Ik^MV^Zi- 

Soit (a ss , N a , V a ) une {^-représentation de Weil-Deligne comme dans le paragraphe précédent et soit 
<j> un relèvement de Frobenius géométrique dans Wk- L'éauation 14.2.21 montre que la formule 

a(w) := c7 ss (w)ex P (N a t tl {i^w))), où w = <^ M i^w) G 4? X I K 

définit une représentation continue et Frobenius-semisimple de Wk sur l'espace V a . Le théorème "de 
la monodromie Z-adique" de Grothendieck montre que l'application Rep^ (WDk) — ► Repf(W#) ainsi 
obtenue est une bijection. Deligne a montré qu'elle ne dépend pas des choix de <j> et p. L'opérateur nilpotent 
N a G Endq (V a ) est appelé "monodromie" et contrôle le défaut de semi-simplicité de la représentation 
a. En particulier la semisimplifiée de cr n'est autre que o~ ss . 

La correspondance de Langlands locale, tordue à la Hecke, fournit donc une correspondance entre 
représentations irréductibles de Gd et représentations Z-adiques et c'est cette dernière que la géométrie 
(i.e. la cohomologie Z-adique) peut prétendre réaliser. Moyennant le choix d'une racine du cardinal du 
corps résiduel dans Q ; , on obtient la "vraie" correspondance, que nous noterons toujours 

7T G Irr^ (G rf ) i ^ a d {ir) G Repf (W K ). 

4.2.6 Représentations elliptiques : Avant d'expliquer ce qu'il advient des représentations elliptiques de 
Gd à travers la correspondance de Langlands, rappelons que 

ad(DisCq^(Gd)) = {c G Repf(W^) indécomposables}. 

Ainsi, la composition 

n d o JL d : Irr^p d x ) — Repf(W K ), 

qui est un exemple simple de fonctorialité de Langlands, induit une bijection de Ittq ) sur l'ensemble 
des indécomposables de Repf(Wiï). 

Maintenant, comme les représentations elliptiques ont par définition le même support cuspidal qu'une 
représentation de la série discrète, la compatibilité de la correspondance de Langlands à l'induction 
parabolique (qui est un exemple encore plus simple de fonctorialité de Langlands) donne la caractérisation 

ad(Ellq (Gd)) = {c G Repf (Wk), 3</ indécomposable telle que a ss = cr' ss }. 

Donnons maintenant une description explicite à partir de la classification des représentations elliptiques 
donnée plus haut. 

Pour d! divisant d, nous fixons une numérotation de S d >, i.e. une bijection Sd> — * {1, ■ ■ ■ ,d' — f }, 
comme cn !2.f .fl Ceci nous permet de définir comme en 12.1.31 une (classe de) {^-représentation continue 
tj de Wk que nous noterons ici plus précisément Td'j. 

Lemme 4.2.7 Soit p G Irr^ (D) et I Ç. Sd p - Utilisant les notations \4- 1 ■ 7| on a 

o-dtfp) a o- d /d p (r°) ® <Td p (nd p ,i) - Vd/d P {r° p ) ® T dp ,i ® l-l^- 
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Preuve : Pour calculer la représentation cr dp (ir dp j), il nous faut exprimer les paramètres de Langlands de 
Kdpj, c'est-à-dire présenter celle-ci comme unique quotient d'une représentation du type 

|^| ni St Gdi x ••• x \det\ n ^t Gdr 

avec ni ^ • • • ^ n r . Supposons ceci fait, alors par la définition qu'on a donnée de la représentation -k au 
moyen de l'équivalence de catégories 14.1.101 foui est compatible aux foncteurs d'inductions paraboliques 
et qui envoie tempérées sur tempérées), celle-ci sera l'unique quotient de la représentation 

|det| ni St dl (r°) x ••• x \det\ n ^St dr (T° p ). 

Ainsi on aura, par 2.9], 

vdrt) = i-r^x/rf P (st t2l (T P o ))e---®i-ra ddr/dp (st dr .(T°)) 

= I - | ni <Wr°) ® ^ASt Gdl ) © • • ■ S | - r-^ /dp (r p °) ® a dr (St G J 

= Vd/d p (Tp)®a dp (TT dp j) 

d'où la première égalité de l'énoncé. 

Les paramètres de Langlands de la représentation ir dp j sont donnés par la remarque 13.3.41 Avec les 
notations courantes que l'on allège en abrégeant d = d p et 717 = n dp j et en posant I e l'image de I e = S\I 
par l'application x G S > (d — x) G S, on a donc : 

Q 1 

ttj est l'unique quotient irréductible de l'induite i A f_(Sp_StM- w )- 

Pour traduire ceci en termes de produits à la Zelevinski, introduisons un peu de combinatoire : sur 
l'ensemble {0, • • • , d — 1}, on met une structure de graphe orienté en déclarant que x — > y si et seulement 
si (x ^ y et {x+ 1, • • • , y} C I e ). En particulier, on a x — + x pour tout x. La partition de {0, • • • , d — 1} en 
composantes connexes s'écrit {0, . . . , di — 1} U {di, ■ ■ ■ , d\ + — 1} U • • • pour une unique suite g?i, • • • d r 
d'entiers > 1 et de somme d. Alors le sous-groupe de Levi M-^ n'est autre que G dl x • • • x G dr et un calcul 
élémentaire du module de Pjz montre que 

i%(5i_St Mvr ) = \detrSt Gdi x ••• x \detrSt Gdr 
en posant pour tout i = 1, • • • , r, 

ni = (—(ii - ••• - + di ^ + d r )/2. 

D'un autre côté, revenant à la définition de la représentation tj en 12. 1.31 on constate que 

1 - = 1 - rwst 0(ll ) ® ••• © 1 - r^„(st Gdr ) 

avec pour tout i = 1, ■ • • , r, 

m* = {d - di)/2 — (di H di-i). 

On vérifie immédiatement que n,; = m,; pour tout i. Comme n est l'unique quotient de (<5Ji_StM— ) 
et que les n, sont décroissants, on en conclut que 07(717) = | — l'"* -1 )/ 2 ^. 

□ 

4.3 Remarques de théorie des représentations 

Ce paragraphe contient des considérations techniques ayant peu d'intérêt en soi, pour référence ultérieure. 
Il est conseillé de le sauter dans une première lecture. 
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4.3.1 Le contexte : On considère un groupe localement profini H muni d'un morphisme surjectif 
H — ^> Z dont on note H° le noyau. En notant vk la valuation normalisée de K x — > Z, les exemples qui 
nous intéressent sont : 

- Gd muni de v G := vk ° det, 

- muni de vu '■= vk ° Ni Dd / K (norme réduite), 

- Wk muni de vw '■ Wk — > Gal(k ca /k) — > Z où l'on choisit un Frobenius arithmétique comme 
générateur de Gal(k ca / k) . 

- G d x et {G d x D^)/K^ ag munis de v GD := -v G + v D . 

- G d x x W K muni de v GDW := -v G + v D + v w . 

Lorsqu'aucune ambiguïté n'en résultera, on ommettra les indices et écrira simplement v. 

Les représentations considérées seront toujours à coefficients dans un corps algébriquement clos C 
de caractéristique nulle. On notera \P h le groupe des C-caractères de H/H°, dits " non-ramifiés" . Tout 
caractère ip : Z — ► C x définit un caractère non ramifié tpn '■= i> (de même, on note ij) G , etc ...). 

4.3.2 Familles de représentations irréductibles : Le groupe ^fjj agit par torsion sur l'ensemble des 
classes d'isomorphisme de représentations irréductibles de H. Appelons "orbites inertielles" ses orbites. 
Soit (p, V) G Irr G {H) telle que p\jj° soit de longueur finie. 

Si p est un facteur irréductible de P\h°, le normalisateur H p de la classe de p° dans H est d'indice 
fini n p et est déterminé par cet indice car on a alors H p = (n p Z) . Comme la notation le suggère, il ne 
dépend pas de p° ; il s'identifie au noyau commun des V G ^ h tels que p ~ pip. Par cyclicité de H p /H°, 
on peut étendre p° en une représentation p° de H p qui apparaît dans P\h p - La théorie de Clifford montre 
alors que p°, resp. p°, est de multiplicité 1 dans p\H a , resp P\h p et que p ~ (p )- 

Considérons alors la représentation induite à supports compacts 

p un := ind^o (p°) 

dont on note V un l'espace. On vérifie facilement les propriétés suivantes : 

i) Ses quotients irréductibles sont toutes les représentations dans l'orbite inertielle de p et apparaissent 
avec multiplicité 1. 

ii) Elle est, à isomorphisme près, indépendante du choix de p°. 

4.3.3 Une caractérisation dans un cas particulier : Supposons de plus qu'il existe un sous-groupe central 
Z C H tel que ZH° soit d'indice fini dans H et Z° := H° n Z soit compact. 

Notation 4.3.4 Pour un caractère £ : Z — ► C x et une représentation (p, V) de H nous noterons 
(pç, Vç) la représentation induite par p sur les (-coinvariants de V définis par Vq := V j < p(z)v—Ç(z)v, v G 
V >. 

Soit p G Irr G (H) admettant un caractère central ui p . On vérifie facilement qu'il existe un isomorphisme 

{Pun)c - P' 

(«y)|z=C 

où l'équivalence ~ est la torsion par un caractère de H/H°. Réciproquement, on a 

Lemme 4.3.5 Soit p° une C -représentation admissible de H° telle qu'il existe p G Irr G (H) et un iso- 
morphisme 

P C : indgo(p°) c ^ p' 

(<V )|z=C 

pour chaque caractère ( : A — ► C x . Alors il existe un isomorphisme ind^o (p°) — > p un - 
Preuve : Soit C un caractère tel que £° := 7^ ( UJ p)\z° ■ Dans ce cas, le terme de droite de l'isomorphisme 
est nul. Comme le foncteur ind^o est fidèle, il s'ensuit que p° = 0. Comme Z° est compact, il s'ensuit 
que Z° agit sur p° via u° . 
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Choisissons au contraire un £ tel que C,\z° — (^ P )\z°- Alors le terme de droite de Pisomorphisme est 
non nul et on en déduit par réciprocité de Frobenius un morphisme non nul p° — ► p\H°- Comme p\n° est 
semi-simple, on en déduit l'existence d'un morphisme p° — ► p\fjo d'image irréductible. En induisant, on 
obtient donc un morphisme surjectif 

a : ind" (p°) ► p un . 

Pour tout C, aç factorise f3ç et donc est un isomorphisme. Soit V le noyau du morphisme a. Montrons 
que V est nul. Soit z € Z tel que u(z) engendre le groupe cyclique v (Z) ; alors le sous-groupe z z de 
Z engendré par z est discret et Z = Z a z z . Toute C-représentation de H est canoniquemcnt munie 
d'une structure de C[z z ]-module et tout morphisme de C-ff-représentations commute à ces structures (en 
d'autres termes C[z z ] s'identifie à un sous-anneau du centre de la catégorie Mode (H)). Maintenant les 
représentations ind^o (p°) et p un sont C[z z ]-projectives et C[z z ] -admissibles. Le noyau V est donc aussi 
C[z z ]-projectif et C[z z ]-admissible. Il s'ensuit que pour tout caractère Ç : Z — > C* tel que Ç\zo = (u) p )\z°, 
la suite Vç — ► ind^a (p )^ — » (Pun)ç reste exacte. Mais par hypothèse, le second morphisme est un 

isomorphisme. Donc Vç = 0. Par le lemme de Nakayama appliqué aux C[z z ]-modules de type fini V J pour 
J sous-groupe ouvert compact de H , on en déduit V = 0. □ 

Corollaire 4.3.6 Soit p G Irr^(D^) et I C Sd p - La représentation Tr pun obtenue en appliquant la 
construction de \4-S.S\ à H <— Gd et p <— est isomorphe à la représentation suivante 

avec les notations de \4-l.lV\ 

Preuve : Lorsque p — 1, l'assertion est tautologique. A partir de là, pour p quelconque, c'est une 
conséquence de la propriété 14.1.101 iii) de l'équivalence de catégories a p et de la caractérisation donnée 
par le lemme précédent. □ 



4.3.7 Produits de groupes : Donnons-nous maintenant deux couples {H\,vx) et (^2,^2) comme en 
14.3.11 On munit le groupe produit H := H\ x H2 du morphisme différence v := — v\ + V2 (la discussion 
qui suit s'applique aussi bien au morphisme somme, moyennant quelques changement évidents), ce qui 
nous donne un sous-groupe H° = z/ _1 (0) que l'on munit à son tour du morphisme v$ := v\ + = + V2- 
Soit pi, resp. p2, deux représentations irréductibles de H\, resp. H2, de restriction à H®, resp. H®, 
artinienne. La restriction de p := p\ ® P2 à H est alors artinienne. On voit aisément que l'indice n p — 
[H : H p ] est le p.g.c.d. de n pi et n P2 . 

Lemme 4.3.8 Supposons que n Pl — n P2 . Alors 

{Pun)\H 1 — Pl,un ®C Vp 2 . 

Preuve : Posons n :— n pi — n P2 et choisissons pour chaque i = 1,2 un facteur irréductible p? de 
(Pi)| I/ r 1 (7iZ)- Par définition, on a 

Pi,un = ind^a ((Pi)|Hj> 



Remarquons aussi que 



r v, nZ,)xv„ ni,) \ r 1 



est un facteur irréductible de p\ u -i(Z), puisque pour chaque i, on a ind H i 1 Cpf) — pi. Il s'ensuit que 

Pun = indge (^< r ![3 Xl/ - 1( „ z) (p! ® p1) |H o) * i«<- 1(nZ) ((Pi ® P2) ko - (nZ) 
Par la formule de Mackey on obtient alors 



C v P2 . 

□ 
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5 Cohomologie équivariante des espaces de Berkovich 



Dans cette partie, le contexte est le suivant : on suppose qu'un groupe localement profini G agit sur 
un espace iC-analytique X, au sens de Berkovich. Celui-ci a défini une notion de continuité pour une 
telle action, et tout un formalisme cohomologique étale-G-équivariant "continu". C'est l'existence de ce 
formalisme qui nous pousse à utiliser les espaces de Berkovich et leur cohomologie étale plutôt que les 
espaces rigides, ou les espaces adiques de Huber. Il ne fait cependant aucun doute qu'un formalisme 
similaire existe dans le cadre des espaces de Huber. 

Lorsque A est un anneau de torsion première à p, le formalisme en question fournit, entre autres, 
un complexe canonique de la catégorie dérivée bornée des AG-modules lisses dont la cohomologie est la 
cohomologie étale de A à coefficients dans A, munie de son action canonique de G. 

Le but de cette partie est d'exposer ce formalisme en grande partie non-publié - bien que déjà utilisé 
dans |32| et |35j - puis d'en donner une variante Z-adique dans un langage inspiré de la cohomologie 
étale continue de Jannsen 03] 0U| |2H], et enfin d'interpréter certaines suites spectrales de type Hochschild- 
Serre construites par Fargues dans [2H] comme des égalités de complexes de cohomologie dans certaines 
catégories dérivées. 

5.1 Coefficients de torsion 

Cette section est un bref exposé d'un manuscrit non publié de Berkovich [Hj . Les imprécisions et erreurs 
éventuelles ci-dessous sont de la seule responsabilité de l'auteur de ces lignes. Nous avons opté pour une 
exposition plus élémentaire - et beaucoup moins élégante - que celle de |S] ; nous inclurons quelques 
remarques à ce sujet. 

5.1.1 Faisceaux étales G-équivariants : Soit X un espace AT-analytique et X et son site étale [H]- Tout 
endomorphisme analytique cf> de X définit un endomorphisme X et — — > X et du site X et tel que pour tout 
morphisme étale U — ► X, ^)~ 1 (U, /) ~ (U, f)Xx (X, <p). On a par conséquent un couple d'endofoncteurs 
adjoints (0*,0*) du topos associé. Si ip est un autre endomorphisme de X, on a des isomorphismes 
canoniques de foncteurs (4>ip)* — > ip* ° (f>* et {(jnji)* — > 4>*ip* - En particulier, si G est un groupe agissant 
sur X par automorphismes analytiques, cette action induit aussi une action et une anti-action sur le topos 
étale de X. Ces (anti-)actions ne sont pas strictes, mais les isomorphismes de transitions étant canoniques, 
nous ferons l'abus de les noter par un signe —. 

L'action et l'anti-action sont reliées par des isomorphismes canoniques. Plus précisément si h g G, il 
y a des isomorphismes canoniques de foncteurs h* h' ~ (/i -1 )* ~ On a donc autant de façons 

de définir un faisceau G-équivariant. Voici la définition que nous prendrons dans ce texte (elle n'est pas 
standard mais est équivalente aux autres) : un faisceau G-équivariant sur X et est un couple ÇF, tj?) où 
T est un faisceau sur X et et tjt une famille d'isomorphismes Tj^(h) : h*T — ► F, h € G vérifiant la 
condition de cocycle Tjr(h'h) — TpQi') o h'^{T^{h)). 

5.1.2 Faisceaux étales G-équivariants discrets /lisses : Berkovich munit dans 0] part 6] le groupe d'au- 
tomorphismes analytiques Aut(X) de X d'une certaine topologie totalement discontinue. Par définition de 
cette topologie, tout ouvert distingué de X (i.e. qui est différence de deux domaines analytiques compacts 
de X) est stabilisé par un sous-groupe ouvert de Aut(X). L'idée maîtresse de Berkovich dans ce contexte 
est que tout ouvert étale "distingué" est aussi "stabilisé" par un sous-groupe ouvert de Aut(X). Tentons 
d'expliquer ce que cela signifie. 

Par définition un ouvert étale (U, /) est dit distingué s'il peut se factoriser U — *—* U ^+ X où U est 
quasi-étale (au sens de @]) et compact et i fait de U un ouvert distingué de U. Alors d'après 0] Key 
Lcmma 7.2.], pour un tel ouvert étale il existe un voisinage de Idx et, pour tout <fi dans ce voisinage, 
un isomorphisme canonique ï$ : {U, f) — ► _1 ([/, /). En particulier, il existe un sous-groupe ouvert 
Autu(X) de Aut(X) et une action canonique Autu(X) Aut(U) compatible avec / : il suffit de poser 
f3u(<f>) ■ (U,f) (/) _1 (?7, /) (U,f). C'est ce que nous entendons par la phrase "Autu(X) stabilise 

(ujy. 
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Maintenant, si G est un groupe topologique agissant sur X par automorphismes analytiques, l'action 
est dite continue si le morphisme G — ► Aut(X) l'est. On notera alors toujours Gu l'image réciproque 
d'un groupe Autjj(X) comme ci-dessus. Si (JF, r) est un faisceau G-équivariant, et (U, f) un ouvert étale 
distingué, l'action /% mentionnée ci-dessus munit T{U) d'une action de Gu- Berkovich dit alors qu'un 
faisceau étale G-équivariant en A-modules T est discret si l'une des deux conditions équivalentes suivantes 
est vérifiée (voir aussi j22 Part. 2]) : 

- Pour tout morphisme étale U — > X et toute section s S !F(U), tout point u £ U admet un voisinage 
distingué IA tel que le stabilisateur de s\u dans Gu soit ouvert (définition qui ne dépend pas du choix 
deG w ). 

- Pour tout morphisme quasi-étale U — — » X (voir part 3]) avec U compact, le G^-module f*T(U) 
est lisse. 

La terminologie " faisceau G-discret" de Berkovich diffère de celle de la théorie des représentations qui 
emploierait plutôt les termes lisse ou localement constant (mais elle évite les conflits terminologiques avec la 
théorie des faisceaux). Pour éviter toute ambiguïté nous parlerons dorénavant de faisceaux G-équivariants 
discrets/lisses. 

Exemples : 

- Le groupe G = PGL(V) agit continûment sur Çl et le faisceau constant An est G-discret. 

- Le groupe Gal(K a / K) agit continûment sur X®K a pour tout if -espace analytique X. 

Notons F(X, AGdisc), resp. F(X,AG), la catégorie des A-faisceaux étales G-équivariants, resp. G- 
équivariants discrets/lisses (attention aux notations! L'indice dise signifie qu'on oublie la topologie de 
G). Ce sont deux catégories abéliennes, on a un "plongement canonique" (foncteur pleinement fidèle) 
J-(X, AG) <^-> F{X, AGdisc), et une suite de morphismes dans T(X,AG) est exacte si et seulement si 
elle l'est dans T(X, AGdisc) si et seulement si la suite de morphismes de faisceaux sous-jacente l'est. Le 
plongement F(X, AG) T(X, AGdisc) admet un adjoint à droite, dit foncteur de "lissification" 

F(X,AG disc ) -> T{X,AG) 
00 ' T 1-» T°° 

T°° (ou 00 {T) selon l'humeur) est le faisceau engendré par le préfaisceau sur les ouverts étales distingués 
U 1— * ^(U) 00 où la notation JF(J7)°° représente le sous-Gy-module lisse maximal de T{U). En particulier, 
pour tout ouvert étale U — > X, on a 

r c (u,F°°) = r c (u,F) °. 

Remarque : Une jolie construction de 6 définit un site, noté X(G) e t dont la catégorie des A- faisceaux 
est isomorphe à f(X,AG). Il y a aussi un morphisme canonique de sites X{G d isc)et X(G) et tel que 
i* s'identifie au plongement !F{X, AG) !F(X, AG d i SC ) et par conséquent le foncteur de lissification 00 
s'identifie à . Ce langage est plus abouti que celui, plus élémentaire, que nous suivons ici (voir remarque 
suivante...). 

5.1.3 Définition du RT C : D'après Berkovich la catégorie F(X, AG) des faisceaux étales G-équivariants 
discrets/lisses sur X contient suffisamment d'objets injectifs ; c'est aussi une conséquence de l'existence de 
l'induction, voir ll0.3.10l On notera D + (X, AG) sa catégorie dérivée des complexes bornés inférieurement 
et D b {X 1 AG) la sous-catégorie triangulée des objets cohomologiquement bornés de celle-ci. 

Si Y — > X est un morphisme G-équivariant d'espaces analytiques, une vérification élémentaire montre 
que le foncteur <p\ image directe à supports propres 5 induit un foncteur ip^ : J 7 (Y, AG) — ► F(X, AG) 
exact à gauche dont on note R4>?° ■ D + (Y,AG) — > D + (X, AG) le foncteur dérivé. 

De même on obtient le foncteur dérivé des sections à support compact 

RT™(X,.) : D+(X,AG) — ► L» + (AG) 

5 Ce serait faux pour 0* 



51 



où D + (AG) désigne la catégorie dérivée des AG-modules lisses (modules à gauche, de par nos conventions). 

La question naturelle qui se pose est alors de savoir si ces foncteurs ont la bonne cohomologie, c'est- 
à-dire celle des foncteurs usuels R<fr\ et RT C . Pour cela notons lx ■ J-(X,AG) — ► !F(X, A) le foncteur 
d'oubli. On a évidemment <j>\ o iy = tx o (t>^° et T C (X, .) o l x = tpt ° r^°(AT, .). Berkovich montre alors 

Proposition 5.1.4 On a Rfa o t Y = ix ° iï</>?° et RT C (X, .) o l x = ipt o RT^(X 7 .) 

Il suffit en fait de prouver que tout objet de !F(X, AG) admet une résolution par des objets de !F(X, AG) 
dont les faisceaux sous-jacents sont r c -acycliques. Comme cette propriété est très importante (elle est aussi 
utilisée dans [S] et et que nous aurons besoin d'une variante par la suite, nous en donnons une 

preuve assez détaillée dans l'appendice (le résultat original est le corollaire 110. 3. 141 et la variante, plus 
simple et suffisante ici, est la proposition 110. 3.7|) . en suivant les idées de Berkovich, sous une forme plus 
élémentaire (nous n'introduisons pas le site X(G)). 

Ce résultat nous conduira à faire sans commentaires supplémentaires l'abus de noter simplement RT C 
pour RT^. Appliquant le résultat de finitude cohomologique de 5.3.8] on obtient lorsque A est de 
torsion et K est algébriquement clos : 

RT C (X, .) : D b (X, AG) — ► D b (AG) 

5.2 Coefficients Z-adiques 

L'auteur ne connaît pas de formalisme Sadique complet pour les espaces analytiques, c'est-à-dire 
l'existence pour chaque espace analytique X d'une catégorie triangulée D^.(X,Qi) stable par les "six 
opérations" . Berkovich a défini des groupes de cohomologie Z-adique à supports compacts pour un Q;- 
faisceau "lisse" (non publié). Il a aussi montré que lorsqu'un tel faisceau est muni d'une action d'un groupe 
localement pro-p et que l'espace analytique est "quasi-algébrique" , alors l'action obtenue en cohomologie 
est lisse, voir [21 4.1.19]. 

Néanmoins, ces groupes de cohomologie ne sont pas définis par des foncteurs dérivés. Or, pour le 
présent article, nous avons évidemment besoin d'un formalisme en catégories dérivées. Ainsi nous allons, 
en suivant des idées originales de Jannsen reprises par Huber puis Fargues, attacher à un espace an- 
alytique raisonnable X muni d'une action continue d'un groupe G localement pro-p-fini, un complexe 
Rr™(X,Qi) E D b (QiG) canonique dans la catégorie dérivée des Q ; G-modules lisses et qui calcule la 
cohomologie Z-adique de X munie de l'action de G. 

Notons que dans l'un des cas qui nous intéressent pour cet article, l'action de GLd(K) sur les 
revêtements de Q^ 1 , Harris a déjà exhibé dans |S3 un tel complexe de représentations lisses représentant 
la cohomologie et l'a notamment utilisé pour définir une suite spectrale d'uniformisation. Sa construction 
repose sur l'existence d'un recouvrement par des ouverts distingués quasi-algébriques de nerf l'immeuble 
de Bruhat-Tits et sur la résolution fonctorielle de Berkovich l 1 . 'à . 1 4l II résultera des arguments qui suivent 
que son complexe est un représentant de notre RT^ \ 

5.2.1 La définition de Berkovich : Fixons un anneau A de valuation discrète, complet et de car- 
actéristique résiduelle p, dont on note m l'idéal maximal. Soit X un espace fC-analytique. Nous con- 
viendrons ici d'appeler un système projectif (T n )n de A- faisceaux sur X un "A-système local" si 

i) Vm ^ n, T m ® A/m" — ► T n . 

ii) Vn G N, T n est un faisceau étale localement constant fini. 

Notons U(X) l'ensemble des ouverts distingués de X. Berkovich définit pour tout q E N 

H q c (X,(T n ) n ):= lim lim H q c (U, T n ). 

(7eu(x) ii 

Nous poserons aussi 

Hl{X, A) := H«{X, (A/m n )„) et H«{X, Q) := Q ® H«(X, A) 
pour toute extension algébrique Q du corps des fractions de A. 
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5.2.2 La définition de Jannsen-Huber-Fargues : Nous rappelons ici la définition de Huber [UJ dans le 
cadre des espaces adiques, inspirée de 02] et reprise par Fargues 4.1] dans le contexte des espaces 
analytiques de Berkovich. 

On appelle A, -faisceau étale sur X tout système projectif ÇF n )n&N de A-faisceaux sur X vérifiant 
vci n T n = pour tout n G N. Ces objets, munis d'une notion évidente de morphisme, forment une catégorie 
abélienne que nous noterons !F(X, A.). Par des arguments généraux 03| (1-1)]) cette catégorie possède 
assez d'objets injectifs. Soit lim le foncteur 

lim: f(XA.) -> F{X,k) 
(^n)neN ^ lim T n > 

on note exceptionnellement T\(X, .) le foncteur des sections à supports compacts et on définit 

r c (X,.) :=r,(X, .)olim: J(I,A.) — > A - mod. 

C'est un foncteur exact à gauche et on peut donc considérer son foncteur dérivé RT C . On sait alors, |291 
4.1.9], que lorsque (F n ) n est un A-système local, on a 

R q T c (X, {T n ) n ) H«(X, {T n ) n ). 

Rappelons aussi que d'après |2H1 4-1-4], on a RT C = RT\ o Mim, ce qui permet de calculer la cohomologie 

du système {T n ) n comme l'hypercohomologie d'un complexe de A- faisceaux. 

On définit enfin pour toute extension algébrique Q du corps des fractions de A : 

RT C (X, A) := RT C (X, (A/m n ) x ) et RT C (X, Q) := Q ® A RT C (X, A) 

5.2.3 Actions d'un groupe discret : Supposons maintenant donnée une action d'un groupe discret 
G sur X. On rappelle ici des constructions de [2U- Notons T \X , A.G dise) la catégorie abélienne des 
systèmes projectifs (J r n )ne'N de A-faisceaux G-équivariants sur X tels que pour tout n on a m"f„ = 0. De 
nouveau, on a des foncteurs \im disc : T{X,A.G dlsc ) — > T{X,AG dlsc ) et Tf sc (X,.) : F{X,AG disc ) — > 

Mod\{Gdisc)- On pose alors r* sc := Yf %sc o lim dîsc que l'on peut dériver à droite et on montre comme pour 

les faisceaux non G-équivariants que RT^ lsc = RTf lsc o _Rlim disc . D'après |29l lemme 4.2.6] le diagramme 

D+(X, A.G disc f^^ D+(AG d ™ c ) 

D+iXA.)^ 1 *D+(A) 

dans lequel les flèches verticales sont les foncteurs d'oubli, est commutatif. En particulier le complexe 
RT d . lsc (X, (A/m")x) calcule bien la cohomologie de X à coefficients dans A et munie de son action de G. 
Les choses se compliquent un peu lorsqu'on s'intéresse aux faisceaux et modules lisses. 

5.2.4 Actions lisses d'un groupe topologique : on suppose dorénavant que G est localement pro-p et agit 
continûment sur X. On note alors 3-{X, A.G) la catégorie des systèmes projectifs (jF n ) IieN de faisceaux 
G-équivariants discrets/lisses tels que m"f„ = 0. Pour un tel système projectif, la limite projective 
limF n est un A-faisceau G-équivariant qui n'est généralement pas discret/lisse. L'idée naïve consistant à 

lissifier la limite projective (ce qui revient à représenter la limite projective dans la catégorie des faisceaux 
discrets/lisses) semble être la bonne, comme on va l'expliquer maintenant. 
Notons donc lim°° le foncteur 

lim 00 ' : T{X, A.G) -> F(X, AG) 
(Fn)n i-> oo ( lim T n ) 
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et T?° : T(X,AG) — ► Mod^(G) le foncteur des sections à support compact. On pose 

r oo ;= r oo olim oo^ 

Par des arguments généraux (voir aussi 110. 3. 8JI . la catégorie !F(X,AG) possède assez d'objets injectifs 
et l'on peut donc dériver les foncteurs exacts à gauche. On obtient ainsi le foncteur 

RTf : D + (X,AG) — ► D+(AG). 

Notons maintenant les plongements canoniques idisc, x '■ T{X 1 A t G) — ► 3~(X, A t Gdi SC ) et idisc ■ 
Mod\(G) — > ModA(Gdisc)- On a une tranformation naturelle 

Lemme 5.2.5 On a R(Tf sc o i dlsc ,x) = RTf sc o i dlsc ,x- 

Preuve : Il s'agit de voir que idisc,x envoie suffisamment d'objets de T{X, A.G) sur des objets rf îsc - 
acycliques de F(X, A,Gdisc) (c'est-à-dire dont le faisceau sous-jacent est r c -acyclique). La construction 
de tels objets repose sur la construction de Berkovich (pour des faisceaux de torsion) expliquée dans 
l'appendice et sur les techniques de cohomologie de systèmes projectifs de faisceaux à la Jannsen. Les 
détails sont donnés dans l'appendice, paragraphe I1U.3.51 □ 

Proposition 5.2.6 Soit i?$ : idisc ° -Rr^° — ► iîr* sc o idisc.x la tranformation naturelle induite par $ 
et le lemme présédent. Pour tout p G N, la transformation induit un isomorphisme de foncteurs 

BPYf ^ocoRPTf sc oL disc , x . 

Preuve : La preuve est un peu technique mais l'idée est simple : par définition on a = Tf° o lim°° = 

oo o T\ o lira. Le foncteur de lissification oo n'est pas exact sur la catégorie des AG^isc-modules et dériver 

l'identité ci-dessus devrait donc faire intervenir le foncteur iîoo. Ce qu'affirme la proposition que nous 
voulons montrer c'est qu'il n'en est rien. La raison est essentiellement que le foncteur T\ o lim envoie la 

catégorie !F{X, A.G) dans une sous-catégorie oo-acyclique de Mod^{Gdisc)- 

Pour formaliser tout ça, nous devons introduire auparavant une certaine catégorie de AG-modulcs, 
intermédiaire entre la catégorie lisse et la catégorie de tous les AG-modules. 



Modules sur l'algèbre de distributions : Soit G un groupe localement pro-p et A un anneau tel que p £ A x . 
Notons Pa(G), resp. 7Ya(G), l'algèbre de convolution des mesures, resp. mesures localement constantes, 
à support compact et à valeurs dans A sur G. L'anneau Ti.\(G) n'a pas d'unité mais assez d'idempotents 
et on sait que la catégorie des AG-modules lisses est canoniquement isomorphe à la catégorie des Ha(G)- 
modules lisses (appelés aussi non-dégénérés ou unitaux). L'anneau T>a(G) est unitaire et contient les 
anneaux A [G] et Ha(G). On a T>a{G) * Ha{G) — Ha(G) de sorte que toute structure de HA(G)-module 
lisse s'étend canoniquement en une structure de £>A(G)-module : en effet, si M est un HA(G)-module lisse, 
m G M et d G T>a(G), on pose d.m := (d * e).m, expression qui ne dépend pas du choix de l'idempotent 
e de Ha(G) fixant m. On obtient le foncteur du système de foncteurs suivant : 



£> A (G) -mod 




Mod A (G) i Mod A (G dlsc ) 



Les autres foncteurs t sont des foncteurs d'oublis. Les foncteurs oo sont des foncteurs de lissification; celui 
qui est noté cotise est le foncteur de lissification " habituel" que nous notons ailleurs simplement oo et qui 
à un AGdi SC -module associe le sous- module de ses vecteurs lisses. On définit oorj pour tout 2?A(G)-modulc 
M par la formule 

oou (M) := lim e H M, 
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la limite étant prise sur un système de voisinages de l'unité formé de pro-p-sous-groupes ouverts, et 
la notation eji désignant l'idempotent de Ha{G) associé à H. L'avantage d'avoir introduit la catégorie 
T>\(G) — mod est que le foncteur ood y est exact. Cependant, on prendra garde au fait qu'en général, 
ood(M) 7^ 0Odisc{i'i) SC (M)). Néanmoins cet inconvénient sera inoffensif pour l'utilisation que nous ferons 
de ces objets. La motivation pour introduire l'anneau 2?a(G) est la remarque suivante : soit (M„)„ un 
système projectif de AG-modules lisses. Le AG-module produit limM„ n'est en général pas lisse, mais est 

canoniquement muni d'une structure de 2?A(G)-module. De plus on a ood (linxM n ) = cx}disc(^ sc (hmM n )). 

On obtient de cette manière un foncteur de la catégorie des systèmes projectifs de AG-modules 
lisses vers celle des I?A(G)-modules. En particulier, si {JF n ) n est un système projectif de A- faisceaux 
G-équivariants G-discrets/lisses, on a une structure de î?A(G)-module sur limr c (X, T n ). Or, puisque les 

foncteurs de sections L([7, .) commutent aux limites projectives, on a une inclusion 

r,(X,lrnxF n ) Ç lim Y c {X,T n ). 

Puisque les mesures de V\(G) sont à supports compacts, le sous- AG-module T\(X,\im!F n ) est stable par 
2?a(G), de sorte qu'on obtient un foncteur 

Lf : T{X,A,G) -> V K {G) - mod 

ÇF n )n >-> ri(X, lim T n ) 

et une factorisation 

^ dise -pioo Ç& 00 '" dise t^D & D ' dzsc y-^zsc 

Par les remarques précédentes, &°°' D et $ D - dlsc induisent des isomorphismes 

T^oo „ t^D „x dise „ t^D ^ T^disc „ . 

l c > 00 D O L c et L D ol c >l c OL discX , 

que l'on peut dériver en 

RTf 00 D o RT° et l% sc oRT° ^RTf sc oL dlsCtX , 

en utilisant l'exactitude de ood pour la première et le lemme précédent pour la deuxième. Soit maintenant 
p € N, en combinant les divers isomorphismes ci-dessus on obtient 

rp T ™ ^> oo D o RPT» ~ oo disc o t g sc o iPTf ^ 00 o RPTf sc o t disc , x . 

□ 

La proposition 15 . 2 .61 montre qu'en général R P T^ D (X, (!F n ) n ) est différent de R P T C (X, (^ r rt ) n ) (c'est par 
exemple le cas pour le système (ji(Z/7 n )) n où j est l'inclusion de O,^ 1 dans F^ 1 )- 

Cependant on sait par Berkovich (voir aussi |29l 4.1.19]) que sous l'hypothèse technique de quasi- 
algébricité de X, cf :29, 4.1.11], et parce que nous avons supposé G localement pro-p et p G A x , l'action 
de G sur les groupes de cohomologie à supports compacts d'un A-système local G-équivariant {J- n ) n est 
lisse. On obtient alors 

Corollaire 5.2.7 Supposons X quasi- algébrique et soit {T n ) n un A-système local G-équivariant. Alors 
le morphisme 

iî$((.Fn)n) : i dlsc RTf{X, (T n ) n ) — RT C (X, (T n ) n ) 
est un isomorphisme. En particulier, on a des isomorphismes canoniques de AG-modules (lisses) 

R q r?(X, {T n ) n ) H*(X, {T n ) n ). 

Nous ferons parfois l'abus de notation suivant : 
Notation 5.2.8 Pour X quasi- algébrique et Q une extension algébrique de Frac(A), on pose 

RT C (X,A) := RT™(X, (A/m n ) n ) et RT C (X, Q) := Q ®a RT c (X, A). 
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De cette manière on verra toujours RT C (X, A) comme un objet de D h (AG) et pas seulement de D b (AGdisc)- 

Signalons ici le résultat suivant que nous n'utiliserons pas dans ce texte : 
Proposition 5.2.9 On a RT^ = RT^ 3 o Mim°° . 

La preuve en est donnée dans l'appendice en llO.3.51 Comme précédemment, l'intérêt de cette proposition 
est qu'elle permet de calculer la cohomologie munie de son action lisse comme l'hypercohomologie d'un 
complexe de A- faisceaux G-équivariants discrets. 

Pour terminer, on énonce et prouve le lemme suivant qui est utilisé dans la partie EJ: 

Lemme 5.2.10 Soit Y — ► X un morphisme étale et G-équivariant. On a un isomorphisme canonique 
de fondeurs T{X, A. G) — ► T(Y, AG). 

V/olim°° ^+ lim°° o<(/>*. 

Preuve : Il suffit de vérifier que tp* commute avec chacun des foncteurs lim et oo (lissification) . Pour le 

premier, c'est immédiat. Pour le second, rappelons que tp* possède un adjoint à gauche ip\. Ainsi avec 
les notations du paragraphe 15.2.41 les foncteurs oooî/j* et ip* o oo sont respectivement adjoints à droite 
des foncteurs ip\ o idisc,Y et Ldisc,x ° ipl- Mais ces deux derniers foncteurs sont bien-sûr canoniquement 
isomorphes. 

□ 

Remarque : En identifiant !F(X,AG) avec la catégorie F{X{G), A) des A-faisceaux sur le site X(G) e t 
(c/les remarques précédentes), on constate que le foncteur lim°° s'identifie au foncteur limite projective 

usuel dans F(X(G),A). 

5.3 Suites spectrales de Hochschild-Serre 

Dans cette section, on s'intéresse à la situation suivante : un groupe discret G agit librement sur un 
K-esp&ce analytique X. On sait alors former le quotient X/G, cf lemma 4], et l'application quotient 
X — — * X/G est un revêtement analytique Galoisien. En particulier, p est donc étale. Dans ce contexte, 
|29l 4.4] montre que pour un "faisceau Z-adique" ou sur un anneau Gorenstein fini, il existe une suite 
spectrale de Hochschild-Serre, c'est-à-dire du type : 

Ef = Ext p G (H«(X,p*F), 1) H-«-v(X/G,F)*. 

Nous avons besoin d'une interprétation en termes de catégories dérivées de cette suite spectrale. Ceci 
nous conduira d'ailleurs à donner une preuve différente de celle de (23 4.4]. Le résultat principal de cette 
section s'énonce ainsi (les notations seront expliquées au fil de la preuve) : 

Théorème 5.3.1 Soit G un groupe discret agissant librement sur un K-espace analytique X et p : 
X — ► X/G le quotient. On suppose K algébriquement clos. Si A est un anneau de torsion première 
à p ou un anneau l-adique, alors il existe un isomorphisme de foncteurs D b (X/G,A) — ► D~(A), resp. 
D b (X/G,A.) — y D~(A) 

$: A®J [G] (RTl q (X,p* (.))) ► RT C (X/G, .). 

L'hypothèse sur K n'est pas incontournable : il suffirait de supposer que la dimension cohomologique 
des Ga-/(-fr ca /-FT)-modules de /-torsions est bornée pour obtenir les résultats de cette section sur un anneau 
de /-torsion ou Z-adique. Quoiqu'il en soit, avec cette hypothèse on sait que : 

- H1{X,T) = pour q > 2dim(X) et tout faisceau abélien de torsion, 5.3.8]. 

- H^(X, (Tn)) = pour q > 2dim(X) + 1 pour tout A.-faisceau étale comme en 15.2.21 si A est un 
anneau Z-adique, l ^ p, 29, 4.1. 9. (b)]. 
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5.3.2 Quelques sorites : Nous désignons par A soit un anneau de torsion soit un anneau Z-adique. Nous 
considérerons alors exclusivement dans le premier cas les catégories de A-faisceaux étales et dans le second 
celles de A.-faisceaux étales définies en 15.2.21 et 15.2.31 

Remarquons tout d'abord que comme l'action de G sur X/G est triviale, la catégorie T(X/G, AG) 
est équivalente à la catégorie J-(X/G, A[G]) des faisceaux étales en A[G]-modules. Ainsi le foncteur lu : 
A — mod — > AG — mod qui munit un A-module de l'action triviale de G induit aussi un foncteur 
ta : J-(X/G, A) — > T[X/G, AG). Ces foncteurs ont pour adjoints à gauche les foncteurs M i— » A(S>a[G] M, 
resp. T i— ► A <8>a[G] F ou 1° morphisme A [G] — ► A est l'augmentation habituelle. La même discussion 
s'applique Verbatim aux catégories de A. faisceaux et modules. 

Notation : pour éviter les confusions nous utiliserons les notations F c , resp. T^ q , pour désigner le 
foncteur des sections à support compact lorsqu'on le voit à valeurs dans les A-modules, resp. dans les 
AG-modules. Par exemple, on a T eq {X/G,uj{.)) = lu o T C {X/G, .) Les mêmes notations s'appliquent aux 
A # -faisceaux et aux foncteurs r c = Fi o lim. 

5.3.3 Le morphisme $ : Comme p est un morphisme étale, le foncteur p* : T{Xj G, AG) — ► TiX, AG) 
a un adjoint à gauche exact p\, voir 5.4.2(ii)]. Le morphisme d'adjonction p\p* — > Id induit donc un 
morphisme de foncteurs T{X/G, A) — ► AG — Mod : 

r?(x tP *u(.))^«,(r c {x/G,.)). 

Lorsque A est de torsion, par les résultats de fmitude cohomologique rappelés plus haut, on peut dériver 
ceci en un morphisme de foncteurs D b (X/G,A) — ► D b (AG) 

RT?(X,p*w(.)) — » uj(RT c (X/G, .)) 

qui par adjonction fournit un morphisme canonique de foncteurs D b (X/G,A) — > D~(A) 

$ : A^ [G] (HT?(X,p*u(.))) — RT C (X/G,.) 

Lorsque A est /-adique, on construit $ de la manière suivante : on vérifie d'abord (voir preuve de 
4.2.7]) que pour tout morphisme étale U — ► V et tout A.-faisceau sur V, l'isomorphismc évident 
f*]imÇF n ) — > lim(/*(J r „)) se dérive en un isomorphisme /*_Rlim(J r „) — > R]jm(f* ÇF n )) . On en déduit 
alors un morphisme fonctoriel en (T n ) n 

RT c {V,{f*T n ) n ) ~ RT,(V,Rlmi(rT n )) 

~ RT,(V, f*Rlim{F n )) — > RT\(U, Rlim(F n )) = RT C {U, (T„)„), 

la flèche du milieu étant encore induite par l'adjonction f\f* — > Id. 

Appliquant ceci au morphisme p, et compte tenu de la fmitude cohomologique rappelée plus haut, on 
obtient formellement de la même manière que pour les faisceaux de torsion un morphisme de foncteurs 
D b (X/G,A.) -^D-(A) : 

$ : A ®£ [G] (Br?(X,p*u>(.))) — RT C (X/G, .) 

Proposition 5.3.4 Dans les deux cas considérés, $ est un isomorphisme de foncteurs. 

Preuve : Nous dirons qu'un faisceau, resp. un A.-faisceau, T sur X/G et est : 

- L c -acyclique s'il est T C (U, — )-acyclique pour tout morphisme étale U — > X/G. 

- L^ et -acyclique, resp. ioc -acyclique si pour tout morphisme surjectif JJ »- V étale, resp. lo- 
calement iso, entre ouverts étales au-dessus de X/G, le complexe de Cech "dual" 

• • ■ T C (U x v U,T) T C {U, F) ^ T e (V,F) ^ 

est acy clique. 
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f 

Un morphismc U — ► V est dit localement-iso si tout point de U admet un voisinage ouvert U tel que 
f\u : U — ► f(U) est un isomorphisme. Un tel morphisme est en particulier étale. 

Lemme 5.3.5 Tout faisceau de torsion, resp. A. -faisceau, admet une résolution bornée par des faisceaux 
Y 'c-acy 'cliques et et -acy cliques, resp. par des A,-faisceaux T c -acy cliques et V/, loc -acy cliques. 

Laissons ce lemme de côté et commençons la preuve de la proposition. Fixons T G !F(X/G,A), resp 
T G !F{X/G,A,), et soit T J* une résolution bornée de T comme dans le lemme ci-dessus. Par 
définition on a : 

RT C {X/G,T) = T C {X/G,J') et RT eq {X,p*uT) = T eq {X,p*uJ*) 

(en remarquant que p*uj{J*) est une résolution de p*aj(!F) par des G-faisceaux T eq (X, .)-acycliqucs). La 
proposition est alors une conséquence immédiate du lemme suivant : 

Lemme 5.3.6 Soit J un faisceau de torsion, resp A,-faisceau, Y y cloc -acy clique surX/G et . Alors 

i) T e c q {X,p*ujJ) est un A[G]-module acyclique pour le fondeur A £S>a[G] — • 

ii) Le morphisme canonique A (S>a[G] T^{X,p*uJ) ► T C (X/G,J) est un isomorphisme. 

Prouvons ce lemme. Soit U X/G un morphisme étale. Considérons le produit cartésien U x X /g 
X X comme un ouvert étale G-équivariant sur X en le munissant de l'action Id xg x . Le A- module 
F C {U x x /g X,p*lûT) est alors naturellement muni d'une action de G et nous noterons T eq {U x X / G 
X,p*uj!F) pour préciser que l'on tient compte de cette action. La première projection fournit un morphisme 
équivariant T% q (U x X /g X,p*lûT) — * u(T c {U,T)). Dans le cas U = X/G, ce morphisme est celui qui 
induit notre morphisme $. 

Supposons maintenant que le morphisme / se factorise U — ► X — ► X/G. Alors le morphisme 
d'espaces analytiques au-dessus de U 

UxG -» Ux x/G X 
(u,g) i ^ (u,g.f'(u)) 

est un isomorphisme G-équivariant si l'on munit U x G de l'action par translation à gauche sur le second 
terme, qui s'inscrit dans le diagramme : 




UxG 

On en déduit, dans le cas de torsion comme dans le cas des A.-faisceaux, un isomorphisme de A[G]-modules 
fonctoricl en T : 

A [G] ® A T c (U,T)^T eq (Ux x/G X,p*uT) 
qui s'inscrit dans un diagramme 

T c {U,T) (ï ^Tl q (U x x/G X,F)^uT c {U,F) 



"augigiid 



A [G] ®aT c (U,T) 

où le triangle de droite est G-équivariant mais pas celui de gauche en général. Remarquons que l'isomor- 
phisme ci-dessus dépend de la section /' de / contrairement à l'isomorphisme obtenu en composant avec 
le foncteur A ®a[G] — 

T C (U,T) A® A[G] K q (Ux x/G X,p*cuT) 
qui n'est autre que l'inverse du morphisme adjoint au morphisme noté nu,', dans le diagramme. 
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Notons maintenant := A/G et pour tout i > définissons par récurrence 

x/g X et : A^* 1 — ► X/G la projection canonique. 
Appliquant la discussion précédente au morphisme étale / = p^' , on obtient pour i ^ 1 des isomorphismes 

A [G] <g>A r c (iw,f) r^(A( î+1 \ P *^) 

(dépendant du choix d'une projection I™ — ► A) et des isomorphismes 

A ® A [G ] (a^ +1 ) , P * r c (A« , .F) 

canoniques, donc en particulier compatibles aux différentes projections A^ — ► A^ -1 ^. 

Par ailleurs, on peut écrire le complexe de Cech "dual" d'un faisceau T sur X/G et associé à un 
recouvrement A x X /g U — U sous la forme 

► r c (A« x x/G u,F) — > r^A^- 1 ) x x/G u,r) ~ + ► r c (A x x/G u,T) ^ t (u,F) 

où les différentielles sont données par des sommes alternées (dont la forme précise ne nous importe pas) 
de morphismes associés aux projections XW — > A' 1-1 ). Ce complexe est naturel par rapport aux A/G- 

morphismes V — — > U. En particulier pour V = X - — X U = A/G, on obtient un morphisme de complexes 



-^r c (x», j) 

(M xp)i 
^«(A( i+1 ),p*wJ) 



^^r c (A,,7) 

(Id xp)i 

r^(x( 2 \ P w) 



■wT c (X/G, J) 



r e c i(x,p*Ljj) 



où on a rajouté les symboles eq et w pour tenir compte de l'action de G. Par hypothèse, le faisceau J est 
r^ /oc -acy clique, de sorte que les deux lignes du diagramme ci-dessus sont exactes. D'après la discussion 
précédente les termes T e c q {X^ l \p*LoJ) pour i ^ 2 sont de la forme A [G] ® \ M pour un A- module M et 
sont donc acycliques pour le foncteur A <B>a[g] ~~ • O n a donc des isomorphismes dans D~(A) : 



Ai 



J A[G] 



r^(A,pW) 

■ A ® A[ G] ^(X^V^) — » ► A ® A [G] r^(X( 2 \pW) 

•r c (x«,j) — > >r c (x 5l 7)) 



~ T C (X/G,J). 
D'où le lemme, puis la proposition. 



Il reste maintenant à prouver le lemme 15.3.51 



Gas A de torsion : dans ce cas, ceci doit être bien connu. Tronquons une résolution injective de T en degré 
2 dim(X) et notons J* le complexe obtenu. Comme on sait que les foncteurs T C (U,—) pour U ouvert 
étale de A/G sont de dimension cohomologique ^ 2dim(A), les faisceaux J % sont r c -acycliques au sens 
donné plus haut. Remarquons maintenant que le complexe de Cech "dual" défini plus haut associé au 
recouvrement étale U — ► V n'est autre que l'image par le foncteur T C (V,— ) du complexe de faisceaux 
donné par : 

y J di+1 > ffî f^*J ► ■ ■ ■ dl > f\f* J d ° > J 

où /M désigne la projection Uxy ■ -XyU — ► V (i facteurs) et les différentielles sont des sommes alternées 
des morphismes induits par les différentes projections. Ce complexe est exact comme on le vérifie aisément 
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sur les fibres. Montrons alors que le complexe de Cech "dual" est lui aussi exact : soit n ^ 0, tronquons 
le complexe de faisceaux ci-dessus en degré — n — 2 dhn(X) — 1 : 



C 



-n-2 dim(x)-i 



An+2dim(X)) j(n+2dim(x))* j > , _ _ ¥ j 



on obtient une résolution du premier terme C_ n _ 2 <jj m (x)-i P ar des faisceaux r c -acycliques. En appliquant 
le foncteur r c (V, — ) on obtient un complexe dont la cohomologie est 

njq — Trn+2dim(x)+i+q (v n \ 

qui est nul pour q ^ — n. Ceci montre l'exactitude du complexe de Cech "dual" en degré — n. 

Cas A anneau l-adique : Soit {T n ) n G T{X/G, A,). Comme auparavant, tronquons une résolution de 
(•7"n)n par des objets injectifs de T(X/G, A.) en degré 2 dim(X) + 1. Le complexe obtenu { J n )n est formé 
de A.-faisceaux r c -acycliques pour la même raison que dans le cas de torsion. On sait par ailleurs que le 
foncteur lim : T{X/G, A.) — > ^(X/G, A) est aussi de dimension cohomologique ^ 2dim(A) + 1. Une 

façon de le voir est la suivante : en raisonnant sur les fibres on voit que 

dim.coh.(lim) ^ sup dim.coh.(r([7, — ) o lim) 

' U >X/G * 

et pour tout U — ► X/G, on a R(T(U, -) o lim) = RQim o T(U, -)) = iîlim o RT(U, -) où l'on sait que 
ce dernier iîlim : A. — mod — ► A — mod est de dimension cohomologique < f et que RT(U, — ) est de 
dimension cohomologique 2dim(A). 

Ainsi les A.-faisceaux (J n ) n sont aussi lim-acycliques, et par conséquent les A-faisceaux (limj7" ra )* 

sont T\(U, — )-acycliques pour tout morphisme étale U — ► X, puisqu'on a la factorisation RT C (U, — ) = 
RTt (U,—) o iîlim. On aimerait alors conclure par le même raisonnement que dans le cas de torsion que 

les A-faisceaux (\imj n y sont r/ e( -acycliques (ce qui est équivalent à dire que les A.-faisceaux (J n ) n sont 

et -acycliques). Mais il nous manque la finitude cohomologique des foncteurs T\(V, — ) sur les catégories 
de A- faisceaux (A n'est pas de torsion). 

L'auteur ne sait pas si l'assertion du lemme est vraie pour les revêtements U — > V étales quelconques. 
Mais dans le cas où / est un isomorphisme local, on peut procéder de la manière suivante. Introduisons 
le site Vioc dont les objets sont les isomorphismes locaux W — > V, avec la définition habituelle d'un 

V V 

recouvrement. On a des morphisme de sites évidents V et — > Vi oc — > |V| où \V\ est le site topologique de 
V. Les foncteurs /ijf et fi v * induisent des équivalences réciproques de topos Vi oc ~ \V\ et en particulier 
des équivalences de catégories ^*(|V|,A) ~ T(Vi oc ,h). Il s'ensuit que le foncteur T\ oc (V 7 — ) des sections 
à support compact sur J-(Vi oc , A) est de dimension cohomologique ^ dim(V) — dim(X), et ceci quel que 
soit l'anneau A. 

On a une factorisation T C (V, — ) = T\ oc (V, - jopj'o lim. Montrons maintenant que le foncteur exact à 
gauche pY o lim : T{y e ti A») — ► J-(Vi oc ,A) est de dimension cohomologique finie : on remarque d'abord 
que pY o lim = lim' oc o pY où lim' oc désigne le foncteur limite projective T{Vi oc , A.) — *■ T(Vi OCl A). Ce 

foncteur est de dimension cohomologique ^ dim(V) + 1 = dim(X) + 1 pour la même raison que plus haut. 
En dérivant on obtient 

R(pY o lim) = iî(W oc o pY) = R\\m loc o RpY , 

la seconde égalité venant de ce que pY envoie injectifs sur injectifs puisqu'il a un adjoint à gauche exact. 
Maintenant pour tout faisceau abélien T, et tout x G V la fibre de R q pY {F) en x est donnée comme dans 
4.2.4] par 

R q pY{F) x * H q {Gal{H{x) ca /H{x)),T x ). 

D'après O 2.5.1] et notre hypothèse K algébriquement clos, on en déduit que pY est de dimension 
cohomologique ^ dim(X) sur la catégorie J-(V e t, A.). On a donc obtenu que le foncteur pY o lim est de 
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dimension cohomologique ^ 2 dim(X) + 1. Il s'ensuit que les A,-faisceaux (J n )n sont acycliques pour ce 
foncteur et par conséquent que les A- faisceaux pY ° lim( l 7„) î sur V/ oc sont T\ oc (V 7 — )-acycliques ! 

A partir de là, on prouve par un raisonnement similaire au cas de torsion que les faisceaux p^olim(j7 ra ) z 

sur Vioc sont lY ioc -acycliques, ce qui est encore équivalent à dire que les A,-faisceaux (JnYn son t Zoc~ 
acycliques au sens du lemme. 

□ 

Corollaire 5.3.7 Soit T £ T(X/G, A) avec A de torsion ou T G T(XjG, A.) avec A l-adique. Il existe 
une suite spectrale 

E? = Tor^A, H*{XyF)) =4- Hr P (X/G,T). 

Remarquons que lorsque A est un corps ou un anneau Gorenstein, ou T est Z-adique, on obtient en 
dualisant la suite spectrale |23 4.4.1]. 



6 Espaces modulaires de Drinfeld 

Dans cette section, nous rappelons brièvement la définition (d'une version) des espaces de modules 
de groupes formels que nous considérons et la définition usuelle de leur cohomologie. Résumons pour les 
spécialistes : on ne fixe pas la hauteur de la quasi-isogénie qui rigidifie le problème de modules (suivant en 
cela Rapoport-Zink) et on ne fixe pas de caractère central, du moins pour l'énoncé du théorème principal. 
Enfin on définit le complexe de cohomologie RT C qui joue évidemment un rôle central dans ce texte. 

On notera O l'anneau des entiers de K, Oo d celui de Dd et O nr celui de la complétion de la sous- 
extension maximale non ramifiée K nr de K dans K ca . Le corps résiduel de K est k et celui de K nr est 
une clôture algébrique k ca de k. Enfin w désigne une uniformisante de O et O nr . 

Les espaces qui nous intéressent sont des espaces de modules de O-modules formels. Si B est une 
O-algèbre, un O-module formel sur B est un groupe formel muni d'une action de O relevant l'action 
naturelle sur l'algèbre de Lie. Un 0£> d -module formel sur B est un O-module formel muni d'une action 
de Oo d qui étend celle de O. Notons Od C Oo d l'anneau des entiers d'une sous-extension non ramifiée 
maximale de K dans l'algèbre à division. Suivant Drinfeld, un O^-module formel sur B est dit spécial si 
son algèbre de Lie est localement libre de rang 1 comme Od <S>o fi-module. 

Une isogénie de O-modules formels est une isogénie des groupes formels sous-jacents compatible aux 
actions de O. Sa (O-)hauteur est le quotient (entier) de la hauteur au sens des groupes par le degré 
de k sur F p . La hauteur d'un O-module formel est la hauteur de l'isogénie X(w). Une quasi-isogénie 
X — ► Y de O-modules formels est un élément de Homo- m f (X, Y) £g>e> K qui admet un inverse dans 
Homo^mf (Y, X) (g>o K. On montre que c'est en fait une isogénie à multiplication par une puissance de 
X{w) près, ce qui permet d'en définir la hauteur. 



6.1 La tour de Drinfeld 

On sait qu'il existe sur k ca un On d -module formel X spécial (donc de dimension d) de hauteur d 2 et 
qu'il est unique à isogénie près, ^1 Prop II.5.2], |S3J 3.60]. 

6.1.1 Problème de modules : Soit Nilp la catégorie des O rlï '-algèbres où l'image de w est nilpotente. 
On considère le foncteur G : Nilp — ► Ens qui à B associe l'ensemble des classes d'isomorphisme de 
couples (X, p) avec X un Ou^-module formel sur B et p : X®k ca (B/vuB) — ► X (g) s (B/vaB) une quasi- 
isogénie. On a une décomposition évidente G = U/igz ou classifie les classes de couples (X, p) 
avec p de hauteur dh. Chaque G^ h ' est non-canoniquement isomorphe à G^ et G^ est le foncteur G 
de Drinfeld 26 . On sait que G est représentable (c/ |30| . |53| pour une preuve a priori) par un schéma 
formel localement de type fini sur Ô nr . On note M^lo 

ce schéma formel. De même on note M { dIo 
le schéma formel représentant G^ 1 ) et M.Dr,o celui qui représente G. On a donc non-canoniquement 
M.Dr,o — ^dIo x ^- E nnn on note sans ^ les fibres génériques au sens de Raynaud-Berkovich de ces 
espaces : ce sont donc des if nr -espaces analytiques au sens de j^J- 



61 



6.1.2 Structures de niveau : Notons (X u ,p u ) l'objet universel au-dessus de M.Dr,o- Le noyau X^ro™] 
de lajmtltiplication par w n dans X u est un schéma formel en groupes plat fini de rang p nd au-dessus 
de M.Dr,o, et qui est étale en fibre générique. Plus précisément, sa fibre générique est localement pour la 
topologie étale isomorphe à M Dr ,o x OD d /^ n Oo d - Le (0£> ti /n7™0_D £i ) x -torseur sur Mdt,o 

Isom 0od {(uj- n O Dd /O Di ) MDr0 ,X u [w n ]) 

est donc représenté par un revêtement étale de M.Dr,o, galoisien de groupe O d /(l + zu n On d ), et que 
nous noterons M.Dr,n Q - Pour m ^ n, l'inclusion m~ m OD d /OD d C TXj~ n C>D d /OD d induit un morphismc 
■M.Dr,n — ► -M- Dr, m- On obtient ainsi une "tour" de revêtements Galoisiens de M.Dr,ç> dont le pro-groupe 
de Galois est O n . 

D d 

6.1.3 Actions des groupes : On sait que le groupe des quasi-isogénies du 0£> d -module formel X s'identifie 
à Gd = GLd(K), |531 3.60] ou ^1 II.5.2]. On récupère donc une action (à gauche) de Gd sur le foncteur 
G qui envoie le couple (X, p) sur le couple (X, p o ( t g)x) où gx désigne la quasi-isogénie de X associée à g 
et l g désigne la transposée de g 7 . Cette action en induit une sur M.Dr,o par Yoneda, et l'objet universel 
est muni d'isomorphismes canoniques (X u , p u o g^ 1 ) — ► g*(X u , p u ). En particulier X u est G^-équivariant 

au-dessus de Mn r ,o- Par conséquent tous les M.Dr,n sont munis d'une action de Gd (explicitement définie 
par 

X u [w n ] > g* X u [zu n ] — X u [w n ] Xfânrcg MDrfl — " X u [w n ]) 

et les morphismes de transition sont G^-équivariants. D'après Berkovich, l'action de Gd sur ces K nr - 
espaces analytiques est continue au sens de 0] pour la topologie naturelle de Gd- 

On définit maintenant l'action de D? sur AiDr.o- Pour d € D% et X un 0£> d -module formel sur B, 
notons d X le 0£> d -module formel dont le O-module formel sous-jacent est encore X mais dont l'action 
de Ou d est donnée par d X{x) := X(d~ 1 xd), de sorte que X(d~ 1 ) est une quasi-isogénie X — > d X. Pour 
un couple (X, p) on pose d(X,p) := ( d X 7 po X(d" 1 )). On obtient ainsi une action à gauche de D% sur 
le foncteur G qui en induit une sur M Dr,o par Yoneda. L'objet universel est alors muni d'isomorphismes 
canoniques d* {X Ul p u ) — ► (X d , /9 u oX(<i _1 )). On définit la structure -équivariante sur M £> r ,n au-dessus 
de M. Dr,o par la suite d'isomorphismes 

d*ïsgm ODd (m- n O Dd /0 Dd ,X u [m n }) ~ Umo Bd {^~ n O D JO Dd , d*X u [w n }) 

~ homa Dd (^ n O Dd /0 Dd ,X d [^]) 

^ i^m ODd (^- n o Dd /o Dd ,x u [m n ]) 

où les deux premiers isomorphismes sont canoniques et le troisième est donné par i — j- o ad(d _1 ), en 
notant ad(d _1 ) l'application a £ vj~ n OD d /OD d | — > d~ 1 ad £ w~ n OD d /OD d - Comme précédemment pour 
l'action de Gd, ces structures D£ -équivariantes induisent (et équivalent à) des actions de sur les 
M-Drjn compatibles avec les morphismes de transition. Notons que si d £ Op d , l'action de d est triviale 
sur AdDr.o et coïncide sur Mur,n ave c l'action naturelle sur le torseur qui définit M.Dr.n- En particulier 
l'action de se factorise sur chaque M.Br,n par un quotient discret. 

Passons à l'action de Galois : fixons un générateur topologique <f> de Gal(K nr / K) = Gal(k ca /k), on 
peut munir les .fT^-espaces analytiques M.Dr,n définis ci-dessus de structures z -équivariantes au-dessus 
de K nr8 (appelées "données de descente à la Weil" dans [531 3.45]). Commençons par M.Dr,o '■ si {X,p) 

6 Cette définition des revêtements est empruntée à 

7 Nous nous écartons ici des conventions usuelles. Il y a trois raisons à cela : d'une part, l'énoncé final 0i)) est plus joli car 
exempt de contragrédiente, d'autre part, cela rendra le morphisme des périodes de Drinfeld compatible avec l'action sur Çl de 
la partie |21 et enfin, le théorème de Faltings fait intervenir un passage à la transposée. 

8 Remarquons que la donnée d'une structure </> z -équivariante sur un jf" r -espace analytique équivaut à celle d'une action de 
</> z sur l'"espace analytique au-dessus de K" sous-jacent (c/O pour la terminologie), compatible à l'action de </> z sur M(K nr ) 
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est un OD d -module formel rigidifié au-dessus de B, alors on en définit un autre (4>*X, ^ p) au-dessus de 
<f)*B := B ®o»r^ O nr en posant <p*X := X <g) B cj>* B et 

V X® fc ca F ^ Id 0*X® fc co ct>*{B/m)^(t>*X® 4 ,* B <t>*{B/w). 

On obtient ainsi un morphisme de foncteurs G — ► 0»G dont on voit immédiatement qu'il est inversible, 
ce qui nous donne une structure c/) Z -équivariante sur G, et donc sur AiDr,o, au-dessus de Spf(O nr ). Nom- 
mons momentanément : <ffM.Dr,o — ► M-Dr,o le Spf(0™ r )-isomorphisme associé à cette z -structure 
équivariante (adjoint du précédent), on obtient pour l'objet universel l'existence d'un isomorphisme canon- 
ique 00 : (4>*(X u ),^p u ) — ► Ti(X u ,p u ) au-dessus de <f>*À4o rt o, d'où, par composition, une structure 
</i z -équivariante 

4>*{X U ) — ^ t^X u = X u *M Dr0 4>*MDrfl — " X u 

au-dessus de Spf(Ô nr ). En passant aux fibres génériques, on obtient sur les M.D r ,n les structures (jy z - 
équivariantes au-dessus de M(K nr ) (notation de 0) cherchées. Par construction, elles sont compatibles 
aux morphismes de transition. Remarquons que l'action de cj> sur M.Dr.n envoie M.%l n sur M.^^ '. 

Étendons maintenant les scalaires à K ca , en suivant la définition de 3, 1.4]. On obtient le if ca -espace 
analytique 



ca 



de l'introduction. La structure /^-équivariante sur M.%^ n au-dessus de K ca induite par ce changement 
de base et la structure </> z -équivariante précédente se "recollent" en une structure VFif-équivariante au- 
dessus de Ai{K ca ). De manière équivalente, on obtient une action de Wk à droite sur 1' "espace analytique 
au-dessus de K" ■M.'pf C , compatible à l'action naturelle de Wk sur K ca . 

Les actions de Gd,D^ et Wk qu'on vient de définir sur les espaces analytiques M^^ n commutent. 
On vérifie facilement que le stabilisateur de M^^^ est (Gd X x Wk)°, avec la notation introduite 
en 14.3.21 Remarquons pour terminer que l'action de Gd x x Wk est triviale sur le sous-groupe A de 
Gd x £>* défini par 

-> G d xDl 
z i— ► (z,z) 



(6.1.4) A = Im 



6.1.5 Le morphisme de périodes : Soit ^■ K ~ 1 l'espace symétrique de Drinfeld de la partie [21 Nous 
noterons Çl d K ~ 1,nr := Çl K ~ 1 ®KK nr son changement de base à K nr . Drinfeld a construit dans un 

isomorphisme : M^Dr O — * r2^ 1,nr où fl K ~ 1,nr désigne un certain modèle formel de Q K ~ 1,nr défini 
auparavant par Deligne. Nous n'avons besoin ici que de la fibre générique de ce morphisme £, mais nous 
avons par contre besoin de l'étendre à tout Ai Dr,o- Pour cela nous utilisons l'isomorphisme de K nr -espaces 
analytiques t^h : ((f> h )*MDr,o — > M-Drfi qui induit un isomorphime {<P h )*-M^l — ► AijJ' et nous 
définissons £W par le diagramme commutatif 



b h )*M^\ ^-^M {h 



Drfi 



Y 



(h) 



i\* nr 2^ l,nr 

I ^ L K ^ L K 



-.d-l 

l K . j^ihiii un puoe .- UheZ 



où la flèche du bas est la donné de descente naturelle sur Vt K 1,nr . Enfin on pose Ç := Uhgz '■ M Dr,o 

d- 

K 



Une construction directe (et plus "simple" que celle de Drinfeld) de ce £ est proposée dans le chapitre 
5 de Rapoport-Zink [SB], mais n'est rédigée qu'en inégales caractéristiques (techniques cristallines). 
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Fait 6.1.6 Le morphisme 

£: — 1,nr 

est x Z?^ x Wk équivariant pour l'action naturelle de Gd sur Çl^ 1,nr (qui se factorise donc par 
PGLd{K) ), l'action triviale de et l'action naturelle de Wk (celle donnée par l'extension des scalaires). 

Preuve : Tout est contenu dans les références usuelles EU], H2- EUH et |53|. Commentons seulement la 
compatibilité à l'action de Gd ■ dans les références précédentes l'action de Gd sur les Ai Dr,n est l'action 
"naturelle" dont la notre se déduit par g^> l g ■ Le morphisme de période y est équivariant pour l'action 
naturelle sur le modèle "dual" de fiïT 1 , à savoir l'ensemble des hyperplans de K d ne contenant pas de 
droites rationnelles. C'est pourquoi, avec notre normalisation différente, le morphisme de périodes reste 
G^-équivariant à condition d'utiliser le modèle de la partie |5] pour fi^ 1 . 

□ 



6.2 La tour de Lubin-Tate 

Soit X un Oi<--groupe formel sur ¥ p de dimension 1 et hauteur d, au sens de ES] ou EH]. On sait qu'un 
tel objet existe et est unique à isomorphisme près, [251 prop 1.6-7]. 

6.2.1 Modules des déformations de X : On peut comme dans le livre de Rapoport-Zink exprimer le 
problème de modules sur la catégorie Nilp et de manière semblable au cas de la tour de Drinfeld. Nous 
donnons malgré tout la définition historique (et la seule écrite en égales caractéristiques) en termes de 
déformations. Soit C la catégorie des ©"''-algèbres locales de corps résiduel ¥ p et complètes pour leur 
topologie adique. Une déformation par quasi-isogénie de X sur une telle algèbre R est une paire (X, p) 
formée d'un O^-modulc formel X sur R et d'une quasi-isogénie X X® R R/Wl R . Notons Def le foncteur 
de C dans les ensembles qui à R associe l'ensemble des classes d'isomorphisme de déformations par quasi- 
isogénie (X, p) de X sur R. Ce foncteur est une réunion disjointe de sous-foncteurs DefW classifiant les 
couples (X, p) avec p de hauteur h. Tous les sont non-canoniquement isomorphes à DefW . De plus, 
comme une quasi-isogénie de hauteur nulle entre deux O^-modules formels de dimension 1 sur ¥ p est 
un isomorphisme (c'est une conséquence de |25| .props 1.6-2 et 1.7), on voit que Def^ est le foncteur 
de déformations étudié par Drinfeld. D'après [251 4.2] on sait que DefW est représentable par l'algèbre 

:= nr [[Ti, • • • , Td_i]] des séries formelles à d — 1 variables sur O nr . Nous noterons alors Ai^To ^ e 

if nr -espace analytique de Berkovich associé au schéma formel Ai^ra := Sp^i?' ') (suivant la procédure 
de Raynaud-Berthelot décrite dans [S]) : c'est la boule unité ouverte de dimension d — 1. Il s'ensuit que 
les foncteurs pour /i£N sont aussi représentables et nous noterons Ai^ les espaces analytiques 

associés. Nous posons enfin Mlt.o '■= \_\hen o et n °tons sans ~ l'espace analytique associé. 

6.2.2 Structures de niveau : On peut suivre la même procédure que dans le cas Dr. En notant encore 
(X u ,p u ) l'objet universel sur Mlt.o, on définit M.lt,u comme le revêtement étale galoisien de groupe 
GLd(Ofw n O) de Mlt.o représentant le torseur 

Jagm((m- n O/0) d , X u [w n ]). 

Il se trouve que dans ce cas LT on peut faire mieux en interprétant M. lt.u comme la fibre générique d'un 
problème de modules classifiant les "structures de niveau de Drinfeld" : cela a l'avantage de simplifier la 
description de l'action de Gd 9 - 

Soit A C K d un O-réseau. Si R G C et (X, p) est une déformation par quasi-isogénie de X au-dessus de 
R, alors une A-structure de niveau n de Drinfeld sur X est un morphisme de 0-modulcs tp de n7~"A/A 
vers l'idéal maximal 9JIr muni de la structure de O-modulc définie par X et tel que 

Y[ (T-i/f(x)) divise X„(T) 

9 On peut néanmoins se passer d'une telle interprétation modulaire comme il est esquissé dans 53 5.34] et expliqué dans |29l 
2.3.8.3] 
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où X m (T) désigne la série formelle donnant l'action de w sur X. Les foncteurs Def^ ' classifiant les triplets 
(X, p, ifi) à isomorphisme près sont représentables 4-3] par des algèbres RjfL finies et plates sur les 
et nous noterons Mlt, A,n '■— \AheH ^P^An- Lorsque A est le réseau "canonique" O d C K d , la fibre 
générique de A4lt,a,u s'identifie canoniquement à AihT.n- Évidemment pour n fixé, tous les M.LT,A,n 
sont (non-canoniqucmcnt) isomorphes. 

6.2.3 Action des groupes : On sait que le groupe des quasi-isogénies du O-module formel X s'identifie à 
. Ceci nous permet de définir une action à gauche de sur Mlt,o, puis sur les A4 lt,u d'une manière 
exactement analogue à celle par laquelle on a défini l'action de Gd sur Ai D T fi et les M.Dr,n- Explicitement, 
on envoie un triplet (X, p, ijj) sur le triplet [X, p o cÇ , -0). 

L'action de Gd est plus délicate. Elle est soigneusement définie dans |^ II. 2] (où les déformations 
sont cependant par isomorphismes) et |59| (qui traite les déformations par quasi-isogénies). On rappelle 
ici brièvement cette définition, en l'exposant un peu différemment des références usuelles. Pour deux 
réseaux A, A' dans K d , nous noterons d(A, A') la distance combinatoire entre les points de l'immeuble de 
PGLd(K) associés. C'est le minimum de la somme r + k pour tous les couples d'entiers r,k G Z tels tels 
que 

(6.2.4) A C vo- r A' C w- r - k A. 

Lemme 6.2.5 II existe une famille de morphismes -équivariants de foncteurs 

a A'\A : De f\,n > De f\',n' 

indicée par les quadruplets (A, A',n, n') où A, A' sont des réseaux de K d et n,n' G N sont tels que 
n — n' ^ d(A, A'), et telle que 

i) si A = A' , alors a^, ^ est le morphisme de restriction de la structure de niveau. 

ii) pour tout autre A",n" avec n' — n" ^ d(A',A"), on a c/^,)^ = Q^"|A' ° a A''|A' 

iii) les fibres génériques des morphismes de schémas formels M.lt. A.n — ► M-LT,A',n' associés sont 
étales, finies et surjectives (au sens de Berkovich, par exemple). 

Preuve : Remarquons que dans l'égalité ii), le quadruplet (A, A", n, n") vérifie bien n — n" ^ d(A, A") 
par l'inégalité triangulaire. 

Fixons maintenant (A, A', n, n') et choisissons (k, r) vérifiant 16. 2. 41 et tels que n — n' ^ k + r. On définit 
un morphisme (a^, ^)fe,r comme dans l'énoncé du lemme en associant à (A, p, ip) au-dessus de R G C le 
triplet (X' k r , p' k r , ip' k r ) au-dessus de R défini par 

- X' k r := X/ip(zu~ r A' /A), dont l'existence (et la définition précise) est assurée par |251 Lemma 4.4], 
ou [SI Lemma II.2.4]. 

- p' k r : X X X ® R R/m R ^ X' ® fi R/TÏr. 

- ^ kr : w~ n 'A'/A' w- r - n 'A'/tu- r A' vj- n A/m- r A' - - >■ {M R ,X') 

can 

w- n A/A '^(Tl R ,X) 

Il est clair que ce morphisme est Z?^-équivariant. Il nous faut voir qu'il ne dépend pas du couple 
(fc,r) tel que n — n 1 ^ k + r. Soit (k' ,r') un autre tel couple, et supposons que r' ^ r. Dans ce 
cas la multiplication par w r ~ r dans le O^-module formel X j i\)(m~ T A 1 / A) induit un isomorphisme 
X/ip(rzj~ r A'/A) — ► X/ip{m~ r A' /A). On vérifie alors aisément que cet isomorphisme induit un iso- 
morphisme de triplets {X' k , r ,, p' k , r ,,^ k , y ) (X' k>r , p' kr , ^ r ). 

La propriété i) est immédiate. Pour la propriété ii), choisissons (k, r) comme ci-dessus et (k' , r') tel que 
n'-n" ^ k'+r' et A' C vj-' r ' A" C w~ r '~ k ' A 1 . Alors soit (k",r") := (k'+k,r'+r), onabienn-n" > k"+r" 
et A Ç vo~ r A" Ç vo~ r ~ k A et on vérifie sur la définition que {o^,}^)^' y = ( a A"'|A') fc V ° ( a A' A.) fe > r " 
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Il reste à montrer l'étalé finitude et la surjectivité des morphismes induits sur les fibres génériques. 
Pour cela, on utilise le fait que lorsque on a deux morphismes analytiques tels que g o f est étale, alors 
(g étale) =>■ (/ étale), et (/ étale surjectif) (g étale). Rappelons maintenant que les morphismes de 
restriction de la structure de niveau sont étales surjectifs (et finis) en fibre générique. Ainsi, étant donné 
un quadruplet (A,A',n, n') tel que n — n' ^ d(A, A') =: 5, l'égalité ^a'Îa'^A'IA = a A'^A a A|A mon t re que 
a A''|A es ^ étale en fibre générique si et seulement si a^fi A l'est, et donc si et seulement si o^j'jf l'est ! Ce 
dernier est le premier morphisme de la suite 

DefA,3<5 — » DefA',25 — » Def A ,(5 — > Def A ',o- 

En fibre générique, le caractère étale de la composée des deux dernières flèches Qt A ,, A ° offi^, — Q^AMA' 

implique que celle du milieu, ct^ A , , est non-ramifiée. Mais alors, toujours en fibre générique, le caractère 

étale et fini de la composée des deux premières flèches implique par [3] 3.2.9] que a A ,i A 5 est étale et finie. 
La surjectivité se voit de la même manière. 

□ 

Remarque : Les o; A ,! A ne commutent pas, en général, avec les morphismes d'oubli Def A . n — > Def. 

Pour définir l'action de Gd sur le système projectif des Mlt,u-, remarquons que tout élément g G 
Gd induit un isomorphisme évident Def Ai „ — ► Dcf gAi „ en envoyant le triplet (A, p, ip) sur le triplet 
(A, p, ipog^ 1 ). Nous posons alors pour tous n, n' G N "adéquates" , c'est-à-dire tels que n—n' ^ d(gO d , O d ) 



(6.2.6) <f > : Def ,,„ ^ Beî g0 ^ n Def ,, n ,. 

On note de la même manière les morphismes de schémas formels associés. Par le lemme précédent, ils sont 
D^-équivariants, se composent comme on l'imagine (g'g) n ' n = g' n og n I™ pour des n, n' , n" adéquates, 
et lorsque g = 1 on retrouve le morphisme de restriction de la structure de niveau. En particulier, lorsque 
(m, m') est un autre couple "adéquate" pour g, avec m ^ n et m' ^ n' ', les morphismes g n et g m ' m 
commutent aux morphismes de restriction du niveau Mlt.u — > M-LT,m et M.hT.n' — > M-LT,m'i par 
l'égalité \ m \ n g n \ n = g m ne CO mmutent aux morphismes d'oubli vers Mlt.o que lorsque 

gO d = O d et g agit trivialement sur Mlt,o, i-S- lorsque g G GLd{0). 

Heuristiquement, on obtient une action à gauche de Gd sur la "limite projective" des M.lt,u- Remar- 
quons que l'action du centre K x de Gd est définie sur chaque M.lt,u (par les morphismes z n ' n ) et que 
cette action est inverse de celle du centre K x de . L'action de x Gd sur le système projectif est 
donc triviale sur le sous-groupe A défini en !6.f .41 

Enfin, d'après le lemme précédent, les fibres génériques des morphismes g n > n sont des morphismes 
étales finis et surjectifs (i.e. des revêtements étales) d'espaces analytiques. Leurs degrés ne dépendent pas 
de g et sont égaux à [1 + w n ' ' M d {0) : 1 + w n M d (0)} = g d2 («-«'). 

Pour terminer, définissons l'espace de l'introduction par 

L'action de Wk sur les espaces analytiques est définie de manière analogue au cas Dr par recollement 
d'une donnée de descente pour un Frobenius et de l'action de l'inertie donnée par l'extension des scalaires 
(c'est un cas particulier de l'action définie par Rapoport-Zink j53l 3.48] dans un contexte plus général). 
C'est une action à droite. 



6.2.7 Morphisme de périodes : Dans le cas LT, le morphisme de périodes n'est défini qu'en fibre 
générique. Il a été d'abord défini dans (SU par. 23] à partir de calculs explicites. La définition la plus 
visiblement intrinsèque est celle de |53l ch. 5] mais elle fait appel aux techniques cristallines des groupes 
p-divisibles et n'est écrite qu'en inégales caractéristiques 10 . 

Cependant, A. Genestier sait adapter au cas d'égales caractéristiques, par exemple en utilisant le module de coordonnées 
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Dans chacune des définitions, la construction repose sur l'existence d'un K nr -espa.ce vectoriel M de 
dimension d muni d'une action de et attaché au 0-module formel X (son module de Dicudonné 
dans le cas d'inégales caractéristiques ou son module de coordonnées en égales caractéristiques) et d'un 
isomorphisme -équivariant de Om lt -modules 



y K" 



O 



Mi 



M 



où Mx u est un fibré vectoriel au-dessus de A4lt,o attaché à l'objet universel X u (obtenu comme fibre 
générique de l'algèbre de Lie de l'extension additive universelle de l'objet universel X u au-dessus de A4 lt,o, 



resp. de son module de coordonnées en égales caractéristiques). Notons alors Liejf u le O 



Mi 



-module 



inversible obtenu comme fibre générique de l'algèbre de Lie de X u au-dessus de M. lt,o ; la composée 



M®^ r O Mlt — ► M Xn — ► Lie 
définit un morphisme de -fr nr -espaces analytiques 

i : Mlt,q — > P(M) ~ F*- 1 -™ - 



x u 



qui est le morphisme de périodes voulu. Par ailleurs, les isomorphismes M(X) — > M(</>*X) = < 
munissent M et donc P(M) d'une structure </> z -équivariante au-dessus de K nr (ou donnée de descente à 
laWeil). 

Fait 6.2.8 Le morphisme £ est étale surjectif et x Wk -équivariant. Il est aussi G d- équivariant au 
sens suivant : pour tout g G Gd et tous n, nf adéquates, le diagramme 




LT,i 



est commutatif (bien-sûr on a noté £ n la composée de £ avec le morphisme d'oubli de la structure de 
niveau). 

Preuve : Le fait que £ est étale au sens rigide-analytique est prouvé dans 5.17]. Il se trouve qu'il est 
aussi étale au sens de Berkovich car son bord relatif est vide. La surjectivité de £ est prouvée, au moins 
pour les points classiques (rigides analytiques) dans |391 23.5], mais la preuve de loc.cit montre aussi la 
surjectivité pour les points de Berkovich. Les propriétés d'équivariance se trouvent dans |53l 5.37] ou |39l 
23.28]. □ 

La donnée de descente sur M n'est pas effective mais l'est sur P(M) : notons en effet S][ d le K -espace 
analytique obtenu par analytification de la K- variété de Severi-Brauer associée à l'algèbre centrale simple 
sur K d'invariant X/d. Alors 

Fait 6.2.9 /I existe un isomorphisme x Wk -équivariant de K nr -espaces analytiques 



P(M) 



S 



K r 



Preuve : Dans le cas où K est de caractéristique nulle, le O^-groupe formel X sur ¥ p est p-divisiblc 
et M est l'isocristal associé. Sa dimension sur K nr est la hauteur d de X, et son unique pente est 1/d. 
En particulier M est irréductible et donc "défini sur F„" au sens suivant : il existe une base de M dans 



laquelle le Frobenius est donné par la matrice $ 



/ 






1 









1 

0/ 



Ainsi, la forme rationnelle de 
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P d 1 correspondant à la donnée de descente sur P(M) est celle associée au 1-cocycle Gal(K nr /K) — 
c/) 1, — ► Aut(P d_1 ) = PGLd-i(K nr ) qui envoie 4> sur la matrice $. Cette forme rationnelle est la variété 
de Severi-Brauer d'invariant 1/d. 

Dans le cas où K est de caractéristique positive, le même raisonnement s'applique au module de 
coordonnées M. □ 



6.3 Définition du RT C 

Dans cette section, nous proposons une définition des complexes de cohomologie des tours M. d /^ et 

M^f. On les obtient comme évaluation en un faisceau constant du foncteur dérivé d'un certain foncteur 
"sections à support compact sur la tour" . Comme on veut que ce foncteur soit à valeurs dans la catégorie 
des Gd x D% x Wif-modules, le plus facile (surtout du côté LT) est de prendre pour source de ce foncteur 
la catégorie des faisceaux équivariants sur (la descente de) l'espace des périodes. 
Nous ferons usage du formalisme décrit dans la partie |5] 

6.3.1 Coefficients de torsion : Dans cette section, pour faire une construction ou exprimer une propriété 
supposée s'appliquer de la même manière à la tour de Drinfcld ou à celle de Lubin-Tate .M^T > 

nous ommettrons simplement la notation Dr ou LT. Par exemple, pour tout n G N, £ n désignera soit la 
composée 

Cdt,« : Mt K n — M d J r K — n^ 1,nr — Vnr ■■= K- 1 

soit la composée 

&T,„ : M$* n — Mfg — P^ 1 '"" — V LT := S)l d . 
Il s'agit de morphismes d'espaces "analytiques au-dessus de K" au sens de [3], les deux premiers espaces 
étant -K" CQ -analytiques, le troisième ^"'"-analytique, et le dernier A"-analytique. Dans chacun des cas, 
l'espace des périodes V est muni d'une action continue du groupe J en posant Jo r '•= Gd et Jlt '■= 
et d'une action triviale de Wk- Le morphisme est formellement étale et J x Wi<--équivariant. Dans le 
cas Dr, il est aussi -D^-équivariant pour l'action triviale de D% sur Sl^" 1 et l'action définie en 16. 1.31 sur 
les M-%^ n - Dans le cas LT, c'est plutôt le système inductif des £t,Tn qui est Gd-équivariant au sens de 

MM ' 

Dans chacun des cas, si T est un faisceau étale de torsion sur V qui est J-équivariant discret/lisse au 
sens de 15.1.21 alors pour tout n, le groupe abélien Y c (Mn K , £* (J-)) est muni d'une action à gauche lisse 
de J et d'une action à droite de Wk- Si n 1 ^ n, le morphisme Mf/ K — — > ■M'^, K est fini, de sorte que 
Tn.n'.l — ^n,n',* e ^ on a un morphisme naturel 

<,n> : Vc{M d J K ,CAF)) — r c (A^V n , nV < B ,&(J0) = r c (M d / K ,C(F)) 

qui est J x W^-équivariant. Alors le groupe abélien 

Y c {M d / K ,T) := lim T c (M d / K , 

est muni d'une action lisse de J x Wk- 

Fait 6.3.2 Le groupe abélien T c (M d/K ,T) est muni d'une action de Gd x D^ x Wk lisse sur les deux 

premiers facteurs et triviale sur le sous-groupe A x 1 (rappelons que A a été défini en \6.1.4\j . 

Preuve : Le cas Dr est facile et laissé au lecteur ; en fait, on a déjà une action de Gd x D^ x Wk sur 

chaque r^jM^f^, £* (J 7 )). On s'occupe donc du cas LT, où on a déjà l'action de D^ x par ce qui 
précède. 

Fixons g G et n ^ n' tels que le morphisme g n : M^^n — y ^LTn' so ^ défini. Alors ce 
morphisme est fini de sorte que {g n ' n )t = (g" '")* et on obtient le morphisme 

«fW. r c (M2£„£ Tin ,(J0) — r c (^^„,,(. 9 ">) ! ( 5 "'i")*eiT^(^)) 



68 



Les propriétés des morphismes g n mentionnées lors de leur construction en 16.2.31 assurent la com- 
mutativité des diagrammes du type 

r c (Mi^ m „aT, ro '(^))— UM d j£ m ,c LT , m (r)) 

où m ^ n et m' ^ nf sont tels que <? m ' m est défini. Ainsi on obtient à la limite inductive un morphismc 
g* : T c (M d / K , T) — > T c (M d ^ K , T). Par définition il commute à l'action de D% x Wk, et si g 1 est un autre 
élément de Gd, alors (gg')* = g'* g* de sorte qu'on obtient une action à droite de Gd sur T c (M. <i ' K , F). 
Pour nous ramener à une action à gauche, nous ferons agir g sur T c (A4 d ^ K , T) par son inverse g" 1 . 

Soit maintenant z G K x et zq, resp. Zd, son image dans le centre de Gd, resp. dans celui de Di. 
Alors les actions géométriques de zq et zd sur la tour stabilisent chaque M^xn e * son ^ i nverses l'une de 
l'autre. Il en est donc de même sur les sections Y^M^^^T), d'où la trivialité de l'action de A x 1. 

□ 

Si A est un anneau de torsion, on définit ainsi un foncteur exact à gauche 

r c (M d/K ,-) : .F(P,AJ) — ► A(GD x W K ) - mod, 

en notant J-(V,AJ) la catégorie des A-faisceaux étales J-équivariants discrets/lisses sur V, et A(GD x 
Wk) — mod la catégorie abélienne des A- modules munis d'une action lisse de GD = (Gd x Z)î)/A et 
d'une action commutante de Wk- 

Remarquons maintenant que la construction du système inductif (T c (M.f/ K , Cn(-^ r )))«eN et de l'action 
de Gd x x Wk sur icelui reposaient sur la finitude (en fait la propreté) des morphismes ir nin > et a% , 
et que ces mêmes propriétés permettent de définir de la même manière pour chaque g € N* un système 
inductif {H^(M d J K ,(,*(F)))nevs muni d'une action de G d x D* x W K . 

Fait 6.3.3 On a pour tout q G N un isomorphisme canonique de joncteurs : 

R «T c {M d l K ,-) -Z* lim H*(M% K ,£-). 



Preuve : En effet, par commutation de la cohomologie aux limites inductives filtrantes, on a 

R* Tc (M d / K , -) = lim Ri (r c (Mf/ K , -) o C) ■ 

Il nous faut donc montrer que R 9 (T C (/An ' , — ) o £*) = R 9 T c (M,fi , — ) o £* pour tout n. Or on a une 

factorisation £* : (V) e t ^~ > (v<S>KK ca ^J ^— > (Mn K )et où est un morphisme étale de if ca -espaces 

analytiques et j3 est le changement de base (ce n'est pas un morphisme d'espaces analytiques mais un 
morphisme des sites étales concernés). Ainsi £™* envoie injectifs sur injectifs puisqu'il est adjoint à droite 
du foncteur exact et /3* envoie suffisamment d'injectifs sur des injectifs, par exemple tous ceux de la 
forme /3*(X), avec 1 injectif. □ 



6.3.4 Coefficients l-adiques : Fixons maintenant un anneau de valuation discrète complet A de car- 
actéristique résiduelle ^ p, et T* = (f m ) ra gs un A.-faisceau J-équivariant discret/lisse sur V, au sens de 
la section fHTSl Pour n G N, nous notons 
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le A- faisceau J-équivariant discret/lisse sur associé comme en 15.2.41 au A. -faisceau J-équivariant 

discret/lisse (Cn^m)meN sur M. d r [ K . D'après 15.2.101 les morphismes it n . n ' pour n ^ n' étant étales, on a 

La finitude de ces mêmes 7r n>n ' permet donc comme dans le cas de torsion de définir des morphismes de 
A-modules 

et de poser 

r c (x d /^, (^ m ) meN ) := lim r c (MÎ' K ,ft°°(r.j) . 

Ce groupe est muni par définition d'une action lisse de J à gauche et d'une action commutante de Wk à 
droite. On construit l'action du troisième groupe (D% pour le cas Dr ou Gd pour le cas LT) exactement 

comme dans le cas de torsion. En particulier dans le cas LT, on utilise le fait que les morphismes ctg 
sont étales pour pourvoir écrire 

grâce à lÏÏTÏÏl et l5~2~Tni 

On définit ainsi un foncteur 

T c (M d/K ,-) : F(V,A.J) — > A{GDx Wk) — mod 

qui est exact à gauche. 

Supposons maintenant que le A.-faisceau T t soit un A-système local au sens de 15.2.11 et notons 
H%(AA d / K , Cn((-^m)m)) l a cohomologie à supports compacts de son image inverse sur M.f/ K , cohomologie 
dont la définition par Berkovich est rappelée en 15.2.11 Toujours les mêmes propriétés de propreté des 
Tt n ,ri et ag permettent de définir un système inductif (H% (À4f/ K , ^((J 7 m)m)))neN muni d'une action 
du groupe Gd x x Wk- 

Fait 6.3.5 Pour tout q G N et tout A-système local J-équivariant (J 7 m )meN, on a un isomorphisme 
canonique (Gd x x W K)-équivariant : 

R*T c {M d ' K ,F.) lim Hl (M d J K ,C((F m ) m )) 

Preuve : Comme dans le cas de torsion, la commutation de la cohomologie aux limites inductives filtrantes 
et le fait que Ç* envoie suffisamment d'injectifs sur des injectifs montrent que 

WT c {M d/K ,T.) ~ lim (W (r c (Mf/ K , -) o lim°° o ^) (^.)) 
~ lim (& (r c (M d n / K , -) o lim») (C(^.))) 

Mais d'après le corollaire 15 . 2 . 71 applia ué aux espaces analytiques quasi-algébriques (car lisses) M.n K , on 
a pour tout A-système local 

B? (r c (M*' K ,-) o lim 00 ) ~ fl* (7W^,C(^m) m ) • 

□ 

Prenant A := Z; et (J 7 m ) m eN = (2/Z m Z) me N dans les définitions précédentes, nous posons 

Rv c {M d/K M := i?r c (x d ^, (z/rz) meK ). 
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C'est un objet de la catégorie dérivée bornée (GD) de la catégorie abélienne Modz t (GD) des %i(GD)- 
modules lisses, qui est muni d'une action de Wk et dont la cohomologie est Gd x D% x -isomorphe à 
la limite inductive H?(M d/K ,Zi) des H%(Mt /K ,Z t ), neN. Nous posons enfin 

RT c (M d/K , Qz) := Qz ®z x RT c (M d/K , Zj) G (GD). 

Par commutation du produit tensoriel aux limites inductives, la cohomologie de ce complexe est donnée 
par 

R q Y c (M d/K Mi) ^ Hl(M d ' K Mi) ■= lim HI(M d J K ,QÙ- 

6.4 Variantes et décompositions 

Dans cette section, on discute deux variantes de la construction de la section précédente dont on tire 
quelques propriétés des complexes RT c (Ai d ^ K , A) où A désigne un anneau commutatif où p est inversible, 
et qui sera soit de torsion, soit local complet, soit égal à Q t . On s'intéresse ensuite à l'action du centre de 
la catégorie des A(GD)-modules lisses sur ces complexes et on montre une propriété de finitude dans le 
cas LT. 

6.4.1 Première variante : Dans ^5], [33] et les auteurs considèrent plutôt la cohomologie des 
espaces M d ^^ :— ^ r K ca pour ? = LT ou Dr, rencontrés dans les paragraphes Ifi . 21 et 16 . Il Ces 

espaces ne sont plus munis d'une action de Gd x D% x Wk mais plutôt du sous-groupe (Gd x D^ x Wk)° 
(la notation a été introduite en !4.3.1(l . L'action de ce sous-groupe considérée dans les articles sus-cités 
est simplement la restriction à M. d / K >(°) de l'action qu'on a définie en 16.3.21 sur les espaces M d/K . On 
laisse au lecteur le soin de vérifier que le lien entre ces espaces de cohomologie et ceux de ce texte est le 
suivant : le morphisme naturel H^(M d/K,( - \ A) — ► H*(M d/K ,A) est (G d x D^ x W^)°-équivariant et 
induit un isomorphisme G d x D^ x W/f-équivariant 

où ind désigne l'induction à supports compacts. Plus généralement, soit T un faisceau étale abélien 
de torsion J-équivariant discret /lisse sur V (avec les notations de 16.3. l|l , et désignons par la re- 
striction de à Mn K,t "°\ Alors on peut munir comme dans les paragraphes précédents le groupe 
abélien lim T c (A4 d / K ^°\ Çn^'* (F)) d'une action du groupe (Gd x D^ x Wk)° et on a un isomorphisme 

Gd x Dj x W^-équivariant 

Soit i\) : Z — ► A x un caractère et ipGDW '■= ip vgdw le caractère de Gd x D^ x Wk associé comme 
au paragraphe 14 . 3 . 1 1 L 'isomorphisme précédent implique l'existence d'un isomorphisme Gd x D% x Wk- 
équivariant et fonctoriel en le A-faisceau T 

a^T) : lim T c (M d J K ,C n (^)) ^ <Pgdw ® lim T c (M d J K , 

La même discussion s'applique aux A # -faisceaux lorsque A est local complet, de sorte que dans chaque 
cas, on obtient un isomorphisme 

(6.4.2) ftty(A) : RT c {M d/K , A) tPgdw ® RT c (M d/K , A) 

Plus précisément, on a obtenu 
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Lemme 6.4.3 II existe un isomorphisme dans D A (GD) 

ifcty ( A) : RT C (M d/K , A) ^ iJ; GD <g> RT C (M d/K , A) 
qui est ipw-équivariant, au sens où le diagramme suivant est commutatif 

End Dl(GD) (RT c (M d / K ,A)) X -^%d Dl(GD) (tpcD ® RT c (M d / K , A)) ; 



7 




On a noté dans cet énoncé 7 : Wk — ► ^ n ^D b A (GD) (RF c (M d / K , A)) X le morphisme de groupes donnant 
l'action de W K sur RT c (M d/K , A). 

6.4.4 Deuxième variante : Rappelons que ce désigne une uniformisante de C Les éléments (ce, 1, 1) et 
(1, ce -1 , 1) de Gd x x Wk agissent de la même manière sur les JsT rar -espaces analytiques M n et l'action 
du groupe libre à un générateur ce z qui s'en déduit est clairement libre. Le quotient A4 n /w 1 ' est encore 
un if nr -espace analytique : il est (non-canoniquement) isomorphe à |_|/!=o-M™ • Comme ce z est central 
dans Gd x D% x Wk, ces quotients sont encore munis d'une action du produit triple. Les morphismes de 
transition 7r nin < passent au quotient ainsi que les morphismes de périodes, de sorte qu'on peut appliquer 
les constructions des paragraphes 16 . 3 . 1 1 et 16 . 3 . 41 aux deux tours (M. d ^ /ce z )„ e N- 

Notation 6.4.5 Pour alléger un peu les notations, nous surlignerons les quotients par ce z . En particulier 
nous noterons GD := GD/zu^ et nous utiliserons la notation M?" K := M. d l K jvj 1 que nous décorerons 
d'indices Dr, LT ou n selon les besoins. 

On obtient en particulier un complexe (deux complexes, en fait) 

RT c (M d/K ,A) G D b A (GD). 

Pour le comparer au complexe RT c (A4 d ^ K , A), introduisons le foncteur exact à droite des "ce z -coinvariants" : 

Mod\(GD) -> Mod A (GD) 
V i-> A ® A[raZ] V 

où le produit tensoriel est pris par rapport au morphisme d'augmentation A[ce z ] — ► A. Ce foncteur est 
adjoint à gauche du foncteur d'inclusion w : Mod\(GD) — ► Mod\(GD). 

Lemme 6.4.6 II existe un isomorphisme "canonique" dans D A (GD) 

A® K[ ^ ] RT c {M d l K ,A) RT c (M d/K ,A). 

Preuve : Soit T un A-faisceau, resp. T m un A,-faisceau, J-équivariant discret/lisse sur V . Soit p n le 
morphisme de projection Mn — > Mn K /ce z et : M.* jw 1 — > V la descente de £ n . On a 
Cn = £, n °Pn- Comme p n est étale, le morphisme p n \ est adjoint à gauche de p* n . On a donc une application 
J x M^f-équivariante 

p n! : T c (M d J K ,C n (F)) — T c {M d J K l^rù(F)). 
Utilisant 15. 2. 101 on a de même une application 

Pn , : r c (M d J K ,C>°°(F.)) — > Y c {M d r ! K /w z Xn°°{^))- 

Par ailleurs, le morphisme p n est "restreint" au sens de (31 5.3.6], de sorte que par loc.cit, le carré cartésien 
où n' ^ 71 



M d J K — r M d J K V 
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assure que le morphisme naturel 7r*, n o p nl — > p n i, o 7F*/ n est un isomorphisme. Ceci signifie que les 
applications (p n \)neN ci-dessus sont compatibles aux transitions dans les systèmes inductifs. On vérifie de 
même qu'elles sont compatibles à l'action du "troisième groupe" , de sorte qu'on obtient des transforma- 
tions naturelles 

T c {M d t K ,~)^T c ÇM d,K ,-) 

entre foncteurs F{V,AJ) — ► A(GD) x W K -Mod, resp. T(P,A.J) — ► A(GD) x W K -Mod. En dérivant 
et en évaluant convenablement, on obtient un morphisme W^-équivariant dans D\(GD) 

RT c (M d/K ,A)^ujRT c (M d/K ,A) 

où u> est le foncteur D\(GD) — ► D\(GD) d'infation. Le morphisme de l'énoncé est alors obtenu par 
adjonction à partir du morphisme ci-dessus. Pour montrer que c'est un isomorphisme, il sufht de voir 
qu'il induit des isomorphismes au niveau des groupes de cohomologie (où l'on peut oublier l'action des 
groupes). Or cela est évident puisqu'on a des isomorphismes de K ca -espaces analytiques équivariants sous 
n7 Z (mais pas équivariants sous Gd x x Wr) 




□ 



6.4.7 Décomposition selon le centre de la catégorie des AD ^ -modules lisses : Notons 3a(GD) le centre 
de la catégorie abélienne Modty{GD) des AGD- modules lisses. Comme le centre d'une catégorie abélienne 
agit encore sur la catégorie dérivée bornée associée (et s'identifie même au centre de celle-ci), on obtient 
une action canonique de 3a(GZ?) sur RT c (M d ^ K , A). En particulier tout idempotent de 3a(GD) fournit 
un facteur direct de RT c (M. d ' K , A). De plus, en utilisant les mêmes notations pour les groupes D^ et Gd, 
on a des morphismes canoniques 3\(D ^) — ► 3a{GD) et 3a(G,j) — ► 3a(GD) induits par les inclusions 
D* ^ GD et G d ^> GD. 

La suite de sous-ensembles 1 + zu n OD d , îiëNde D^ est un système fondamental de voisinages de l'u- 
nité formé de pro— p-sous-groupes ouverts compacts distingués de . Comme p est inversible dans A, ces 
pro-p-sous-groupes ouverts définissent des idempotents de l'algèbre de Hecke Ha{D^). Comme ils sont dis- 
tingués, ces idempotents sont centraux : on note e n ,D leurs images dans 3Ap d x ) et e niD RT c {M d ' K , A) £ 
D\{GD) le facteur direct de RT c (M d/K , A) associé. 

Interprétation géométrique : Du côté Dr, on prouve facilement (comme dans le lemme iï).4.10l ci-dessous. 
en plus simple) que l'inclusion de foncteurs r 'c{M- < D^ n , ~)°Cdt n ^ ^c{M-ri^ , — ) induit un isomorphisme 
Wif-équivariant dans D\{GD) 

R^c(M d ^ n ,A) ^ s n , D Rr c (M d ^,A). 
Par contre, il n'y a pas d'interprétation géométrique évidente dans le cas LT. 

6.4.8 Décomposition selon le centre de la catégorie des AGd-modules lisses : On suppose toujours que 
A est une anneau où p est inversible. Il existe une décomposition "par le niveau" similaire à celle que 
nous avons utilisée pour £)5 ci-dessus, mais beaucoup moins triviale. Notons Mod\(Gd) n la sous-catégorie 
pleine de Mod\(Gd) formée des objets engendrés par leur vecteurs invariants sous le pro-p-sous-groupe 
ouvert H n := 1 + w n Md{0) de Gd — GLd(K), et notons ri^{Gd,H n ) l'algèbre de Hecke de la paire 
(Gd,H n ) à coefficients dans A. 

Fait 6.4.9 La sous-catégorie Mod^{Gd) n est "facteur direct" de la catégorie Mod\(Gd) ■ Les foncteurs 

V»V H ™ et M»ind%< i n (l)® HA{Gd , Hn) M 

sont des équivalences "inverses" l'une de l'autre entre Mod\(Gd) n et la catégorie des H\(Gd, H n )- 
modules. 
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Preuve : elle est donnée dans l'appendice 110.21 □ 

On associe ainsi à tout entier n e N un idempotcnt central e n ^c de 3a(G<j) qui "projette" la catégorie 
Modt^{Gd) sur sa sous-catégorie Mod^{Gd) n - Faisant agir cet idempotent sur la catégorie Mod^{GD), on 
en obtient un "facteur direct" e Uy G Mod^{GD). On peut interpréter ce facteur direct en termes de modules 
lisses sur l'algèbre de Hecke H\(GD, H n ) des mesures localement constantes à supports compacts et à 
valeurs dans A qui sont invariantes à droite et à gauche sous l'image de H n — > GD (algèbre qui n'a 
pas d'unité, mais "suffisamment d'idempotents"). En effet, en notant toujours ind^® l'induction lisse à 
supports compacts, on déduit du fait précédent que les foncteurs 

V i-> V Hn et M ^ md%° {!) ® nA{GD> H n ) M 

sont inverses l'un de l'autre. Cette fois-ci l'interprétation géométrique se fait du côté LT : 

Lemme 6.4.10 L'inclusion de foncteurs r c (.M^'j^ n , — ) o ££ T n T c (A4'j j ^,—) induit un isomorphisme 
WK-équivariant dans D b (7i\(GD : H n )) 

RT c (M d L ^ n ,A) RT c (M d ^,K) Hn 

qui induit à son tour un isomorphisme dans D\(GD) 

indgf (1) ® HA (GD,H n ) RT c (M d /* n ,A) ^ e rhG RT c (M d L ^,A). 

Preuve : Nous traitons seulement le cas A complet de valuation discrète et laissons le cas de torsion 
au lecteur. 11 nous suffit de montrer que pour tout A,-faisceau étale -équivariant discret/lisse T, sur 
Vlt — S^l d , le morphisme canonique ^(^^^^(J 7 ,)) — ► T c (M. d ^ induit un isomorphisme 
x VFjf-équivariant 

(6-4.11) r e (M%£ n ,&% n (r.)) ^ T c {M d '«,T.) H ". 

En effet, cela montrera d'abord l'existence de l'action de Ha(GD, H n ) sur le terme de gauche et permettra 
donc de définir RT c (M d /^ n , A) comme un objet W^-équivariant de D b (H.A(GD, H n )). Puis cela montrera 
aussi les autres assertions du lemme, puisque le foncteur des points fixes sous H n est bien-sûr exact. 

Pour prouver fà. 4. 111 rappelons que T c (M d /^ 1 T,) = lim ^c{M. d ^ m , Clt,™^»)) et que l'action du 

groupe GLdiOn) est simplement donnée par la structure de pro- revêtement étale galoisien de groupe 
GLd(Cx) du système {M d ^ m ) m m au-dessus de M d ^ a . Le groupe GL^iOx) agit donc sur chaque 
F c (M d /r r K m , ChTmi-^»)) et u s ' a gh de montrer que pour m ^ n, l'application ^{M d /^ n , Clt'u^*)) — * 
F(A4 d y^ m , £z,T° m (•?"•)) induit un isomorphisme 

Rappelons que le morphisme 7T mi „ : ■M d j ^ m — ► ■A / ^LTn es ^ étale galoisien de groupe H n / H m et que par 

le lemme 15.2.101 on a un isomorphisme canonique n* n n (£2'Tn(^"»)) — * ^'™ ro (fi), Ainsi l'isomorphisme 
cherché est tautologique si on enlève l'indice c (supports compacts). On en déduit l'isomorphisme avec 
indice c, par propreté et surjectivité de 7r m>n . 

□ 



6.4.12 Propriétés de ûnitude : Dans ce paragraphe, on rappelle une propriété de finitude de la co- 
homologie dans le cas LT et on en tire une conséquence sur le RT C qui sera importante plus tard pour 
l'étude de l'action de l'inertie. La propriété analogue dans le cas Dr demeure un mystère si on en cherche 
une explication directe ne faisant pas appel à la comparaison de Faltings. 

Fait 6.4.13 Les A-modules H^(m/ t ' , A) , q e N, sont GZ?-admissibles (et même G d- admissibles). 
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Preuve : Rappelons que H n = 1 + w n Md{0). Par une variante évidente du lemme lf).4.11l on a un 
isomorphisme H1{M d /^ / vu' 1 , A) H " ~ H^(M d ^ n /w' l ,A). Il nous faut donc voir que pour tout n e N, 
le A-module H^{M. d ^ n /vj' 1 , A) est de type fini, ou de manière équivalente que H^(Ai d y^^°\ A) est de 

type fini. Pour cela, rappelons que M.^ n est la fibre générique d'un schéma formel M^t n- ^ n san ^ P ar 
diverses versions du théorème de Serre- Tate, cf II. 2. 7] et ^3 7.4.4], que ce dernier est isomorphe au 
complété formel d'un schéma algébrique S n propre sur O nr (une certaine variété de Shimura ou une variété 
de "Drinfeld-Stuhler" ) en un point fermé x n de sa fibre spéciale. Notons S% n le i4f ca -espace analytique 
associé (par GAGA ou par fibre générique de la complétion formelle S n le long de la fibre spéciale : c'est 
la même chose car S n est propre). On a un plongement canonique M.^ n S% n qui identifie M.^ n 
avec l'image réciproque de x n par le morphisme de spécialisation S„ n — > S n . Cette image réciproque 
est ouverte dans S^ 71 et son complémentaire s'identifie à la fibre générique du sous-schéma formel ouvert 
de S n défini par S n \ {x}. Ce complémentaire est donc un domaine analytique de S% n . Comme S% n est 
compact, il s'ensuit que M^Tn es ^ un ouver t distingué de S% n (différence de deux espaces compacts). 
Dans le cas de torsion, la cohomologie d'un tel ouvert distingué est de type fini par la suite exacte associée 
à la différence des deux espaces compacts et 0J cor. 5.6]. Le cas A complet (et Qj) est expliqué dans 
4.1.15 et 4.1.17]. 

Remarque : bien que cela n'apparaisse pas clairement (c'est caché dans les références à 0] et |29|1. 
tout cela repose sur la comparaison des cycles évanescents de Berkovich pour les schémas formels et les 
cycles évanescents algébriques. 

□ 

Notation 6.4.14 On notera s n ,GD '■— Sn,GS n ,D — ^n.D^n.G G 3a(GD) et Mod\(GD) n la sous-catégorie 
facteur direct de Mod\(GD) associée à cet idempotent. 

Corollaire 6.4.15 Le A-module EndjjbÇQ^ (e n .gdR^c{-M-'i / t ^ es ^ de type fi 

Preuve : D'après le lemme 1^.4. 101 et le fait rappelé ci-dessus, il suffit de prouver le résultat suivant, de 
nature "théorie des représentations" : 

Soit A un anneau noethérien où p est inversible. Soit A* , B' S D^(GD) deux complexes à cohomologie 
admissible et de niveau fini. Alors Hom Db B') est un A-module de type fini. 

En utilisant les suites spectrales habituelles, on constate que Hom Db (çd) (^*' ^*) es ^ un sous-quotient 

de 

Exf-^iwiA-in^B-)) 

et il suffit donc de montrer que si V et W sont deux AG-D-modules lisses admissibles et de niveau ^neN, 
alors pour tout i e N, Ext 1 ^^ (V, W) est de type fini sur A. Grâce à la suite exacte 

1 — ► G d /m z — >GD — > D% /K x — ► 1 

et la compacité de /K x , il suffit de prouver que les A-modules Exf A -^(V, W) sont de type fini. Comme 

le A-module Hom-^ W) est de type fini dès que P est projectif de type fini dans Mod^{Gd) 1 il suffit 
de prouver que V admet une résolution par des objets projectifs de type fini. Nous prouvons ceci dans 
l'appendice, cf ll0.2.6l suivant des arguments de Schneider-Stuhler 58 prolongés par Vignéras dans |63| . 

n 



m. 



6.4.16 Lien avec les cycles évanescents, dans le cas LT : Dans ^5], ^2]> QH et les auteurs non- 
seulement considèrent plutôt la "sous-tour" {M.LTn° )n& comme dans la première variante 16.4.11 mais 
considèrent aussi les cycles évanescents plutôt que la cohomologie à supports compacts. Ils considèrent 
donc les A-modules 

R^ n (Mf T ,A) := lim R^ v {Mf Tn ,A) 

«en 
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qu'ils munissent d'une action de (Gd X D% x Wk)°- Les cycles évanescents sont ceux que Berkovich associe 
aux schémas formels localement formellement de type fini dans [B]- Ce sont en général des faisceaux étales 
sur la fibre spéciale géométrique d'un tel schéma formel. Dans le cas présent, la fibre spéciale étant un 
point, ce sont seulement des A-modules. 

Nous devons pour la suite les comparer aux A-modules H^(M. d ^ , A) de ce texte. 

Lemme 6.4.17 Supposons que A = Z/nZ avec (n,p) = 1 ou A = Q ; . Il existe des isomorphismes 
(Gd x x Wk)° -équivariants 

H«(M d ™,A) ^ R 2d - 2 -^ v (M^ n ,Ar ® | - M 
où le v désigne le A-module lisse contragrédient. 

Preuve : La preuve repose essentiellement sur les faits suivants : les cycles évanescents coïncident avec 
la cohomologie sans supports, et celle-ci est duale de la cohomologie à supports compacts. La seule chose 
qui demandera une vérification est la compatibilité avec l'action de Gd- Il y a aussi une complication 
technique dans le cas Z-adique, A = Q ; , où la cohomologie sans supports n'a pas été définie en général, 
mais dans le cas présent, une définition ad hoc et un formalisme de dualité de Poincaré sont donnés dans 
H3 5.9]. 

Première étape : Par définition des cycles évanescents, lorsque A est un anneau de torsion, on a d'après 
|H1 Cor 2.3.ii)] des isomorphismes canoniques 

H" (M'™, A) ^ R^ n (M%A) 

compatibles aux applications de transitions 7r* m , pour n ^ m G N. Dans le cas A — Q;, de tels isomor- 
phismes existent encore en définissant la cohomologie (sans supports) convenablement, cf 29, 5.9.1,5.9.4]. 

Deuxième étape : Lorsque A = TLjnL avec (n,p) = 1, le formalisme de la dualité de Poincaré tel qu'il 
est développé dans 7.3-7.4] fournit des accouplements parfaits pour ^ q < 2d — 2 

(, >„ : H!(M d L ^f\A) x ff 2rf - 2 -'(^S (0) ,A)^A(l-d) 

qui vérifient la compatibilité suivante aux morphismes de transition pour n ^ m : 

Va e H^(M d ™,A)y/3 G H"(M d ™,A), (a,n* m ^(3) m = (n m , n ,a, /?>„. 

Modifions alors ces accouplements en posant pour tout n G N 

(a,/3)„ := [fli -.Hn]- 1 (a,/3) n 

qui est bien défini puisque H\ et H n sont des pro-p-groupes et p est inversible dans A. En appliquant la 
compatibilité ci-dessus et en tenant compte de ce que l'endomorphisme TT m ,n,\ ° ^mn de H^(M d /^^ a \ A) 
est la multiplication par [H n : H m ], on vérifie que pour tous n ^ m, on a 

Va G H*{M d iïf\ A),V/3 G H%M d ^f\A), «„a, -K* m<n (3) m = (a,/3)„. 

En d'autres termes, les accouplements ( , )„ sont compatibles aux morphismes de transition et définissent 
un accouplement entre les limites inductives : 

(, ) : H^(M d L ^ m ,A) x H 2d - 2 -"{M d ^ m ,A) — » A(l - d). 

Dans le cas Z-adique, la dualité de Poincaré nécessaire est donnée par [23 5.9.2]. 

Troisième étape : Il faut vérifier la compatibilité à l'action de (Gd x x Wk)°- Pour cela, il est plus 

commode de considérer le problème analogue pour l'espace ' , muni de l'action de Gd x x Wk 

(la discussion précédente sur la dualité s'y applique Verbatim). En effet dans ce cas, le groupe x Wk 

agit sur chaque M^Tn e ^ l a dualité de Poincaré est bien-sûr compatible aux automorphismes rationnels 
et l'action de Galois. Il suffit donc de considérer l'action de G. Pour cela fixons g G G et m, n G N tels que 
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m ^ n + d(O d ,gO d ), de sorte que le morphisme g n \ m : M^Tm — * ^LTn so ^ bien défini. Rappelons 
qu'il s'agit d'un revêtement étale de degré [H n : gH m g~ x \ = [H n : H m \. On calcule alors pour tous 

a G H*(M d /« n , A), (3 G H!(M d L ^ n , A) 

( g n\m,*^ g n\m,*p\ = ^ . jjj-l ^"y^K*^ = (a,/3)„ 
V /m V / n 



Ceci montre que H q (M. d ^ , A) est la contragrédiente de H^M^t > A). On en déduit le lemme. 



□ 



6.5 Comparaison de Faltings 

Dans [2U, Faltings a esquissé les arguments menant au théorème ci-dessous, au moins dans le cas où K 
est p-adique. Ces arguments ont été complétés et étendus au cas d'égales caractéristiques par L. Fargues, 
A. Genestier et V. Lafforgue, lors d'un groupe de travail à l'IHES s'étalant sur un semestre. Ils devraient 
être prochainement écrits puis, espérons-le, publiés. 

Théorème 6.5.1 (Faltings, Fargues, Genestier, Lafforgue) Il existe des isomorphismes Gd X D, x Wk~ 
équivariants (compte tenu de la normalisation des actions que nous avons choisie) 

Hl{M d ^,K)^Hl{M d ^,K) 

pour tout q et tout anneau A de torsion ou complet de valuation discrète tel que p G A x . 

Comme on l'a dit dans l'introduction, on espère que la rédaction précise des arguments montrera 
aussi : 

Conjecture 6.5.2 II existe un isomorphisme Wk -équivariants dans D\(GD) 

rt c (m^,a) rt c (m*J?,a 

pour tout anneau A comme au-dessus. 

6.6 Premières réductions vers la conjecture 1X1 

Dans cette section, on suppose A = Q ; . 

6.6.1 Équivalence des deux points de la conjecture fXl : Soit tt G Irr-Q (Gd) de caractère central u> et 
p G Mod UJ (D^), c'est-à-dire une représentation de de caractère central us. On a une factorisation 

Hom GD (-,ir® p v ) : Mod^ (GD) -U Mod^D*) -*-> Q, - e.v. 
où les deux dernières catégories sont semi-simples. En particulier, on a un isomorphisme 
Hom D * (p,H*(RHom Gd (RT c ,ir))) H*(RHom GD (RT C , tt <g> p v )) 

qui bien-sûr est W^-équivariant (la définition de H* a été donnée dans l'introduction). Il est alors clair 
que dans la conjecture^ le point i) implique le point ii). Compte tenu du fait que la famille de foncteurs 
Hom D x (p, — ), p G Irr u (D^) est fidèle sur la catégorie Mod u (D^), la réciproque est encore vraie. 

6.6.2 Réduction aux représentations de caractère central trivial sur w : Le lemme suivant montre que 

pour étudier la coniecturelXl on peut se ramener à l'étude du complexe RT c (Ai d ^ K , Q ; ). Plus précisément 

il montre qu'il nous suffira de montrer les points i) ou ii) de El en y remplaçant A4 d ^ K par Ai = 
M d / K /tu 2 et en y supposant les représentations tt et p triviales sur l'uniformisante w. Rappelons qu'étant 
donné un caractère i\> de Z, on lui associe des caractères non ramifiés if G , ^d, V'w etc.. des groupes Gd, 
£>?, W K , etc., cfESU 
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Lemme 6.6.3 Soit n G Irr^ (Gd) et p G IiTq (D d ) de caractères centraux "inverses l'un de l'autre" 
= ujp 1 : K x — > Q* . Notons ip : z G Z ^(-tâj) 2 g Q; . vl/ors représentation ipCD^ <S> = 
(V^7r) ® (V'dx /°) ^ e GZ? esi triviale sur tn z et on a un isomorphisme équivariant 



H* (.RHom D *_ (gd) (RT c (M d/K ,Qi)^®p) 



Preuve : Pour alléger les notations, on ommetra la notation 7i*, les coefficients Q ; , et le signe D b dans 
la preuve. Le lemme 15.4.31 fournit le premier W^-isomorphismc 

RHom GD (RT c (M d/K ), ir (g> p) ^ ipw K RHom GD (é^ (g, RT c (M d/K ), ir ® , 

i> WK RHom GD (RT c {M d/K )^ GD {TT®p) 

ipw K RHom-çp (rT c (M d/K ) , ijj GD (tt (g) p) 

et le troisième isomorphisme est donné par le lemme 16.4.61 et la propriété d'adjonction du foncteur 

□ 



6.6.4 Décomposition par les idempotents centraux primitifs : Nous avons déjà rappelé en 14.1.81 la 
décomposition par Bernstein de la catégorie abélienne Mod-^^Gd) en blocs. Une décomposition simi- 
laire mais beaucoup plus simple existe pour Modq^D^). Notons Mod p (D^) la sous-catégorie pleine de 
Mod^ (D^ ) dont tous les sous-quotients irréductibles sont dans l'orbite inertielle de la représentation 
irréductible p (i.e. isomorphes à pi^ pour un caractère non ramifié de D^). Alors on a la décomposition 

Mod^(D^)^ Mod p (D*) 
P elrr- :i (£>* ) /~ 

où ~ est l'équivalence inertielle. Cette décomposition de la catégorie correspond à une décomposition de 
son centre 3q ( (D) '■ les idempotents primitifs de celui-ci sont donc en bijection avec les classes d'inertie 
de représentations irréductibles. Notant [p] l'idcmpotent associé à la classe de p, et appliquant ceci au 
complexe de cohomologie de Ai d ^ K , on obtient une décomposition 

(6.6.5) RT c (M d/K — RT c {M d ' K Mi)[p] dans D^(GD). 

pelrr-^D*)/- 

Maintenant, soit p une Q r représentation irréductible du groupe := /vu 1 '. Comme ce groupe 
est compact, p définit un idempotent primitif de 3q ( (-D^ ) que nous noterons [p]. Remarquons que si p se 

factorise par /(l + nj n OD d ), alors e n ,D[p] = [p]- En décomposant la catégorie Mod^^D^) suivant les 
composantes p-isotypiques, on en déduit la décomposition canonique 

(6.6.6) RT c (M d/K ,Q ; ) ~ RT c (M d/K Mi)[p] dans (GD) . 

peIrr % (D*) 

On prendra garde aux sens différents que prend le symbole [p] dans les deux décompositions ci-dessus. Le 
lien entre ces deux décompositions est le suivant : 

Qi < [ro z, (rt^m'^MôIp}) ^ RTciM^Mùlp'l 
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Pour ce qui est de l'action du groupe Gd, on peut utiliser la description de 3q (Gd) donnée par 
Bernstein. Comme on l'a rappelé en !4.1.8| les idempotents centraux primitifs sont dans ce cas en bijection 
avec les classes inertielles de paires Levi-cuspidale (M, t) . Nous noterons [M, r] l'idempotent associé. 
Nous dirons que (M, r) est de niveau ^ n si le bloc Ai m.t est "inclus" dans Mod^ (Gd) , ou de manière 
équivalente si e n ^a[M,T] — [M, t] dans ^^(Gd)- La décomposition l6~6 . 61 se raffine en une décomposition 

RT c (M d/K ,Qi)^ Rr c (M d/K Mi)[p}[M,r] dans D^(GD). 

[p],[M,t] 

En fait nous verrons que la description de Harris/Boyer implique que le facteur associé à r] est nul 

sauf si [p] et [M, r] sont en "correspondance de Jacquet-Langlands" (dans un sens assez évident, en tout 
cas laissé à la sagacité du lecteur). Une preuve purement locale de ce fait est peut-être envisageable en 
suivant [7fj ou [55]. 

Fixons un idempotent primitif [p] de 3q (D% ), resp. [M, t] de 3q (Gd) et supposons p et r de niveau 
^ n. 

Proposition 6.6.7 L'image du morphisme 

W K End Dh _ {W5) (rY c (M d/K , Q ; ) [p] [M, r] ) 

donnant l'action de l'inertie est contenue dans un sous TLi-module de type fini. 
Preuve : Par définition des complexes de cohomologie, l'action de Wk se factorise 

W K — > End Dîi(œ3) (RT c (M d,K ,Z,)) ^ End Db _ (RY c (M d "\ Q,)) . 

Mais comme p et t sont supposées de niveau ^ n, l'action de Wr sur le facteur associé à [p][M, t] se 
factorise plus précisément 

W K — » End D ^ m) (e n , GD RT c (M d/K M) ^ End Db _ (W5) ^RT C (M. d/K , ) [p] [M, r] ) . 

La proposition est alors une conséquence du corollaire 16 . 4 . 1 51 du côté LT, ainsi que du théorème 16 . 5 . Il du 
côté Dr. 

□ 



7 Réalisation cohomologique des correspondances 
7.1 Description de la cohomologie 

7.1.1 Représentations elliptiques "cohomologiques" : Soit p G IiTq (D^), on a défini et classifié en l4.1.1l1 
les représentations de Gd elliptiques ir^, où / Ç Sd p , associées à p. Parmi celles-ci seules certaines appa- 
raissent dans la cohomologie des espaces modulaires, et méritent donc d'être appelées "cohomologiques" . 
Pour les décrire on utilise la bijection Sd p — ► {1, ■ • ■ , d p — 1} décrite en 12.1.11 et déjà utilisée en 14.2.61 On 
pose alors pour i d p — 1 : 

/(*):= {1, •••,*} Ç {1, <i p -1} et 7r*:=7^W. 

Soulignons que pour i = 0, la définition donne I(i) = et par conséquent tt p = = JLd(p) est la série 
discrète de Gd associée à p par la correspondance de Jacquet-Langlands. 
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7.1.2 Description de Harris-Boyer et variantes : Nous donnons ici la description, conjecturée par 
Harris du côté Dr (communication privée) et annoncée par Boyer du côté LT (au moins sur un corps 
de fonctions) des divers espaces de cohomologie que nous avons définis dans la partie El pour les espaces 

analytiques M. d et M-, 

Commençons par quelques remarques générales : tout d'abord, les espaces Hl(M. d ^ K , Qj) ne sont non- 
nuls que pour cl — 1 ^ i ^ 2d — 2. En effet les espaces analytiques M. d ^ sont quasi-affines au sens de |H1 
5] et on peut appliquer [Hl 6.2]. Ensuite on calcule facilement en plus haut degré 

H 2é-2 [M é/K Mù = (| _ rd)un et H^Ç^/K = ^ g j _ {1 - d 

où on utilise la notation un introduite au paragraphe 14.3.21 et on a étendu trivialement à G d x D^ le 
caractère non ramifié | — | de Wk qui envoie un Frobenius géométrique sur q^ 1 , puis la notation ijjjj 
introduite en 14.3.11 pour tout caractère Z — s- Q ; x (ici d'ordre d). 

Jusqu'à présent, les seules informations que l'on avait en toute généralité concernaient la contribution 
de la partie cuspidale de G (qui n'apparaît que pour i = d— 1 dans le cas Dr, voir Harris [HJ et Hausberger 
|3"5] . et dans le cas LT, voir la remarque de Carayol après [201 5-6]) ainsi que la partie associée à M.Dr,0-, 
calculée par Schneider et Stuhler dans [5E|, c/ partie [3 

Voici la description promise. Par prudence nous l'énonçons sous la forme d'une conjecture : 

Conjecture 7.1.3 Soit i ^ et n ^ 0, alors on a un isomorphisme de Gd x D% x WK-modules 



d 

d a — d 



P elrr- h (D* ) /~ 

où la somme est étendue aux représentations irréductibles de D? prises à torsion près par un caractère 
non-ramifié et la notation un a été définie en \J^. l J.l\ tandis que les notations d p et t® sont celles de \4-l-'/\ 
En particulier, on a aussi un isomorphisme 

Ht 1+ \M d ' K Mù * tt'v ®P® ^/<*>°)l ~ \^~ % - 

P eIrr- h (D*),u> p (vj)=i 

L'énoncé suivant est une conséquence des résultats annoncés par Pascal Boyer dans |14| : 

Théorème 7.1.4 (Boyer) La conjecture \7.1.3\ est vraie dans le cas Lubin-Tate M. d l K = M.^^ lorsque 
K est d'égales caractéristiques. 

Preuve : L'énoncé précis que l'on trouve dans J3j concerne les cycles évanescents de M.lt où l'on a fixé 
un caractère central. Nous devons expliquer ici comment cet énoncé entraine formellement celui de 17. 1.31 
Pour commencer, comparons les notations de loc.cit avec les nôtres : on a les correspondances suivantes 

t° < — > tt , p< — > JL(St s (TT )), a d/dp (TT ) < — >L g (ir ), dpi — ► s 

et en ce qui concerne les représentations elliptiques, 

7r j = 7r {V-,<} < _ > fr > Î3Ï^ÏU et 7r {'+V-A-i}^[T ! J3I3l ]ffo 

Notons temporairement H l c := H l c {M d ^ Mi), Puis K := H^M^^, Q,) et enfin ^ := R^^M 1 ^, Qj). 
Rappelons qu'on a H l c ~ ind^* x ^ x *^ )0 (hl), voir lÏÏXTl et que h\ ~ {^à-i-iyj <g> | - |- d+1 en notant 
avec un v la contragrédiente de ip 2d ~ 2 ~ l , par 16.4.171 

Soit p E Irrq (D^ ) , un des résultats principaux de ^3 est : 
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Rappelons comment le terme de gauche fournit une représentation de Gd X Wk '■ on peut prolonger p 
trivialement au produit triple puis la restreindre au sous-groupe (Gd X x Wk)°, on utilise alors le fait 
que O^, est un sous-groupe normal de ce dernier et que la projection canonique induit un isomorphismc 
(Gd x x Wk)°/Od — > Gd x Wk- Soulignons aussi que Boyer normalise l'action de Gd de la même 
manière que dans ce texte (la torsion par g i— » t g du côté Dr correspond à l'action naturelle du côté 
LT, via l'isomorphisme de Faltings). 

Par dualité et en posant j = d p — 1 — i, on obtient 



Par ailleurs, si £ est un caractère de if x , la partie C x -covariante x , cf 14.3.41 se prolonge en 

K O k 

une représentation (/i^ç du groupe 

(v GDW y x (dT) = (1 x K x x l)(G d x £ x x W* )° 
de Gd x x Wk en posant (h l c )ç(k) := ((k) pour tout k e K x . On a alors 

et par suite, lorsque C = ^p 7 

Hom n x (K,p) ~ flom n x, ((/i')(,p) ~ Hom n x ((Hl)t, p) , 

le second isomorpliisme est une version équivariante de la réciprocité de Frobenius. La décomposition de 
la représentation (H^q selon les idempotents centraux primitifs de Mod^(D^) peut alors s'écrire sous la 
forme 

(Ht 1+j )< * P ®Hom D x((Ht 1+j hp) W 
P elrr c (£>*) 

peJrr ç (D d x ) 

On a utilisé le calcul de contragrédiente (7Tp dp J ' ' dp 1 ^) v ~ 7r pv de 14. 1.141 

Rappelons maintenant qu'à (la classe d'inertie de) p est attaché un idempotent primitif [p] de 3q ; (D%). 
Faisant agir ce dernier sur la décomposition précédente, on obtient un isomorphisme 

Ht 1+j \p\t ^ <8> p' <8> ^/ rfp (r p °OI - 

<V|K>< =Ç 

Mais d'après la compatibilité des correspondances de Langlands et Jacquet-Langlands à la torsion par les 
caractères non ramifiés, le terme de droite est encore isomomorphe à 







"t| 1xK X X 1=C 

D'après le lemme 14.3.51 cela implique le premier isomorphisme de 17.1.31 puis le second, compte tenu de 

□ 

Corollaire 7.1.5 (Faltings-Fargues-Genestier-Laff orgue) La conjecture vraie dans le cas Drin- 

feld A4 d / K = M-e^ lorsque K est d'égales caractéristiques. 

C'est en effet une conséquence du théorème de Boyer et du théorème 16. 5. Il 
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7.2 Scindage du RT C 

A partir de maintenant, nous supposerons toujours que la cohomologie est décrite selon la conjecture 
17.1.31 Nous ne le rappellerons pas systématiquement. 

Lemme 7.2.1 Soit ir <E Iri^ (G<j). 

i) Si 7r n'est pas elliptique, alors RHom D b^ Gd ^ (RT c (A4 d / K , Qj), 7r) = 0. 

ii) Si tt = TTp pour p E Irrq(Dj) et I Ç S^, a/ors 

RHom Db{Gd) {RPc{M^ K ,Qi),nÇj ~ RHom D * {Gd) (rT^'* ,®i)[p y W P ) 

avec la notation de \b.b\b\ 
Preuve : D'après la suite spectrale 

Ex£ d (^(M^.QjJ.tt) ^ ^-«Hom^^) (iîL c (.M d / A ', Q ; ), tt) , 

la description de 17.1.31 le lemme H. 3. 81 et la remarque 14.3.61 le complexe RHom Gd (RT c ,ir) est non nul 
seulement s'il existe p € Irrq(D^) telle que Ext Gd (7r* |Un ,7r) ^ 0. Ceci implique alors que n est dans 
le même bloc de Bernstein que tt*. En appliquant l'équivalence de catégorie a p de 14.1.101 on voit que 

Ext* G o (^d''*' a p( 7: )j 0i ce 1 u i ne peut se produire que si tt a le même support cuspidal que 7r*, 
c'est-à-dire si 7r est elliptique. 

Supposons maintenant 7r = ix l p avec io p (w) = 1. D 'après 16 . 4 . 61 et 16 . 6 . 61 on a 

RHom Db{Gd) (RT c {M d ' K MiW p ) ~ RHom Db(Gd) (RT c {M d,K Mi)y p ) 

RHom Db{Gd) (RT c (M d/K ,Q l )[p'W P 
p'elrr^JDf) 

Mais d'après la description 17. 1 . 31 le même raisonnement que ci-dessus montre que le complexe 

.-j-fd/K -=- 



a 



RHom Db{Gd) [RY C {M ,WW P 
est non- nul seulement si p' ~ p v . 



Proposition 7.2.2 (Prop. Supposons valide la description de \l.l.t\ Alors il existe des 

phismes (pas uniques) dans D b (GD), resp. dans D b (GD), 



RY c {M d ' K ,®{) ç$Hi{M d i K M-i}, 

resp. RT c (M d/K M l ) ^ ©^(M* 7 * , Q,)[-i]. 

Preuve : Nous traitons le cas de M. d l K et laissons l'adaptation, évidente, au cas M. d ^ K au lecteur. La 
décomposition canonia uc 16 . 6 . 51 nous ramène à prouver que pour toute (classe d'inertie de) représentation 
p € Irr^ (D%), le complexe RT c (A4 d ^ K , Q/)[p] est scindablc. Pour alléger les notations, nous noterons 

(dans cette preuve seulement) -fiT c [p] ce complexe et H l c [p] := H l c {M d / K ,Q{ )[/>]. La conjecture 17. 1.31 et le 
lemme 14.3.81 nous donnent alors la cohomologie de RT C [p] : 



■H d - 1+ \RT c [p\) = Ht 1+l [p] ^gd { 



(lT p v <g> p)un «>q ( Kr(r°) si ^ i < d p - 1 

sinon 
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Pour montrer que itT c [p] est scindé nous voulons appliquer le critère donné par le lemme II 0.1 .31 Selon 
ce critère il nous suffit de montrer que Ext GD {H^ 1+l [p\, H^ 1+ ^[p\) est nul dès que k = i — j + 1. 

La suite exacte 1 — > Gd — > GD — ► /K x — ► 1 et la compacité de /K x montrent que pour 
V, W deux Qj(G-D) -modules lisses, on a 



Ext k GD 



D*/K> 



(V,W)~ (Ext k Gd (V,W)] 
Or pour ^ i ^ d p — 1, on a par le lemme 14.3.81 et la remaraue l4.3.6l 

Ht 1+i \p] ^G d < un (V p ® ^(.0)). 

On est donc amené à calculer Ext Gd (ît* n) 7rj un ). P° ur c °l a 011 utilise l'équivalence de catégories a p et 
les notations de l4.1.lfil puis le lemme de Shapiro qui nous donnent 



E xi; G d ( 7r p,un' 7r p,tm) 



Mais le groupe G' d j SLd p (K p ) est isomorphe à donc est compact, de sorte que 

Ext k (G , dp)0 (vr£,7r^.) ~ Ext k Ldp(Kp) tt^) . 

On peut alors appliquer 13 . 1 .41 i) qui nous dit que le Ext fe est nul sauf si k = \i — j\. En particulier, il est 
nul si fc = i — j + l. □ 



Dorénavant, et motivés par le paragraphe 16 . 6 . 21 et le corollaire l7.2.1l nous nous restreindrons à l'étude 
du complexe RT c (M. d K , Qr) de D%- (GD), et plus précisément de sa composante RT c (M. d K , Qr)Lo] (c/la 

décomposition IB~6 . 6[1 où p G IîTq (D^). Nous allégerons les notations en notant cette composante -fiT c [p] 
et sa cohomologie if* [p] . 11 sera aussi plus agréable de poser 

(7.2.3) °'{p)--=°é/<iM P )\-\^ 

et nous noterons V a ii p \ l'espace de cette représentation de Wk- Nous travaillons sous l'hypothèse de 
validité de 17. f .31 et nous supposerons fixés des isomorphismes Gd x D^ x W/f-équi variants 

(7.2.4) Hf- l+i [p] tt^v ®p® (t'(p)| - \-\ pour * = 0,---,d p . 
Introduisons enfin l'objet C p de D^L (GD) 

dp 

Cp :=0(t*v®p) [-(d-l + i)]- 



Remarque 7.2.5 Lorsque T> est une catégorie R-linéaire, R étant un anneau commutatif unitaire, et L 
est un R-module libre de type fini, on a un (une classe d'isomorphisme d') endofoncteur G i— » (G OSir L) 
de T>. On vérifie immédiatement qu'on a un isomorphisme canonique de R-algèbres 

End v (G <X> L) Endx, (G) End^ (L) . 

Par la suite, nous appellerons scindage de _fiT c [p] tout isomorphisme 

(7.2.6) a: RT c [p] ^ C p ®^V a> {p) dans (GD). 
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qui induit les isomorohismes 17 . 2 . 41 sur les groupes de cohomologie; c'est une légère variante de la notion 
utilisée dans la section riO.il Par la remarque ci-dessus, un tel scindage induit donc un isomorphismc 

a* ■ End Db(UB) {RT c [p\) End Db(UB) (C p ) 0^ End^ (V a , {p) ) . 
Par ailleurs, on a la description de l'algèbre des endomorphismes de C p 

End Db[m5) (C p ) = 0Ext^ (tt> 



p, irL <8> p) 



i>3 



le produit sur l'espace de droite étant donné par le U-produit. Or, pour tous i ^ j, on a des isomorphismcs 
compatibles aux U-produits 



induits par la suite exacte D% GD — > G^. Nous avons déjà expliqué en 12.2.61 comment la table de 
multiplication du U-produit de la proposition 14.1. permet de construire un (des) isomorphisme(s) de 
<Q r algèbres 

0: T dp ^0Ex^(^ v ,^ v ), 

(où Td p désigne toujours l'algèbre des matrices triangulaires supérieures de taille d p ) qui par composition 
nous donne(nt) un (des) isomorphisme(s) (5 : Td p — ► End^çQ-jj^ (C p ) . Comme dans !2.2lïïl soulignons : 
Remarque 7.2.7 La construction de [3 dépend du choix de générateurs des ^-droites 



Ex 



-1 („i 

-G7 \ n P v ' V 



pour i = 1, • ■ • , dp — 1. Changer ce choix de générateurs revient simplement à composer (3 avec la conju- 
gaison par une matrice diagonale. 

L 'isomorphismc (3 étant fixé, nous noterons par le même symbole l'isomorphisme d'algèbres 

(3 : End^ (K'( P )) % T dp ^ End Db(UB) (c p ®^ V a ,ç p) ) . 
que l'on en déduit grâce à la remarque 17. 2. 51 Récapitulons tout cela : 

Proposition 7.2.8 A tout scindage a comme en \ 7. 2. à\ et tout choix de générateurs \7 .27\ est associé un 
isomorphisme de Q^algèbres {3~ x o a* s 'inscrivant dans les diagrammes commutatifs 

End D»(GD) ( RT c[p\) — f^ Eljd Q, (^'(p)) ®Q, T d P . 



où i G {0, • • • , d p } et En désigne la coordonnée diagonale (i, i) de 7^ p 

Cela montre en particulier la proposition 11 . 21 annoncée dans l'introduction, et la précise sensiblement. 

7.3 Action de W K sur RT c [p) 

Le but de ce paragraphe est de comprendre le morphisme canonique 

7p : W K — > Aut Dbm) {RT c [p\) 

qui décrit l'action de Wk sur i?r c [p]. Evidemment, nous travaillons toujours sous l'hypothèse que la 
cohomologie est décrite par \7.1.3\ Le résultat final que nous visons est une version W^-équivariante de la 
proposition 17 . 2 . SI La première étape recèle encore une inconnue : 



84 



Proposition 7.3.1 Pour tout relèvement de Frobenius géométrique (f>, il existe un unique scindage 
comme en \ 7. 2. b\ un unique sous-ensemble 1$ Ç Sd p = {1, • • ■ , d p — 1}, et un isomorphisme (3^, associé à 
un certain choix de générateurs \1.27\ tels que le diagramme suivant commute : 

End D»(GD) ( RT dp\) — ^ En \ i V *'(p)) % T d P ■ 

p* ° a <t>* 




' T 'iP)® T d ,I 



Remarque : Dans cette proposition et dans la suite, on omettra généralement de préciser la dépendance 
des constructions en le choix de p, générateur de Z;(l). Le lecteur retrouvera cette dépendence sans 
difficultés. 

Le reste de ce paragraphe est consacré à la preuve de cette proposition. Dans le paragraphe suivant 
nous déterminerons l'ensemble 1$ qui est la dernière inconnue, du côté Dr et sous une hypothèse de 
validité de la conjecture monodromie-poids. Nous montrerons que 1$ = (et donc est indépendant de 4>), 
et ceci impliquera ( cf remarque V unicité du choix de générateurs nécessaire à la définition de (3^ 

comme en !7.2.7| Comme dans la partie l2".2. 171 on peut alors vérifier que (3^ est en fait indépendant de <j>. 

Lemme 7.3.2 (monodromie quasi-unipotente) Il existe un unique endomorphisme nilpotent 

N p e End Dt m) (RT c [p}) 

tel que, si I p Ç I K désigne le noyau de a'(p)u K , alors 

Vi e I p , 7 p (î) = exp(Npt,i(i)). 

De plus on a 

(7.3.3) Vw e W K , lp {w)N plp {w)- 1 = q- v ^N p = \w\N p . 

Preuve : Soit Af(p) le noyau du morphisme canonique 

End Db(7m) (RT c [p}) ™ U End GD (Ht 1+i [p)) ■ 

i 

Par le lemme 110.1.41 J\f(p) est formé d'éléments nilpotents d'ordre ^ d p . De plus, la proposition 16.6.71 
affirme que l'intersection J\f(p)° de N(p) avec l'image de l'application canonique 



End D ^ m) {RY C {MM) — (55) i RT c[p}) 



est un Z;-module de type fini et par conséquent est Z-adiquement complet. 

Le groupe I p de l'énoncé est un sous-groupe d'indice fini de Ik qui est aussi dans le noyau de l'action 
de Wk sur chaque H % c [p], par la description de la cohomologie 17 . 1 . 31 Par conséquent 7 P envoie I p dans le 
sous-groupe Id +Af(p) de Aut(RT c [p\), et même dans le sous-groupe U(p)° := 1 +Af(p)° puisque l'action 
de Wk sur i?r c [p] est induite par celle sur RT c (M,Zi). Mais puisque AT(p)° est Z-adiquement complet, 
l'application canonique 

U{p)° — » lim U{pf/{là+l n N{pf) 

est un isomorphisme de groupe qui munit IÀ (p)° d'une structure de pro-Z-groupe. Comme un morphisme 
de groupes entre groupes profinis est automatiquement continu, le morphisme I p — > U{p)° se factorise 
par le plus grand pro-Z-quotient de I p . Mais celui-ci n'est autre que l'image de I p par le morphisme 
tfi ■ Ik — ► Zj. Cette image est d'indice fini, donc de la forme Z m Z;, et l'on peut par conséquent écrire 

Vz e i p , 7 „(i) = u l ^' im 

oii u g U{p) est l'image par j p de n'importe quel élément de I p s'envoyant sur l m par t^. 
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Posant alors N p := l m log(u) G M(p), (le logarithme étant bien défini puisque u est unipotent), on 
obtient 

7 p (i) = exp(t^(i).N p ), \fiel p . 

Puisque pour tous (w,i) G Wk x I P , on a t fl (wiw^ 1 ) = q~ v ^ w 't IJt (i), l'endomorphisme N p doit satisfaire 
réauation l7.3.3l Enfin, son unicité est évidente. 

□ 

Soit <fr un relèvement de Frobenius géométrique. Considérons l'application 
(7 3 4) 7»: W K -> End Db(m (RT c [p]) X 

L'éauation 17.3.31 assure que l'application 7^ est un morphisme de groupes Wk — > Aut(RT c [p]). Par 
construction, celui-ci se factorise par Wk — ► Wk/I p qui est discret. 

Lemme 7.3.5 II existe un unique scindage comme en \7.2.ô\ tel que le diagramme suivant commute : 

End D»(GD) C^M) —r^ End Q t ( V *'(P)) ®Q, T d P ■ 




Rappelons que Ts d est la représentation semi-simple de Wk correspondant, à torsion près, à la représentation 
triviale de G c i ■ En conséquence, la commutation du diagramme est indépendante du choix de générateurs 
pour définir (3. 

Preuve : Comme dans le lemme IV. 3 .21 notons I p C Ik le noyau de a'(p)ij K , qui est aussi celui de 
(iÎ)\Ik> P ar construction. Puisque Ik/Ip est fini, on peut trouver un entier n € N tel que (l'image de) cj> n 
soit central dans le groupe Wk/Ip- Par le lemme de Schur, l'automorphisme cr'(p) (</>") de V a >( p -\ est un 

scalaire que l'on notera u> S Q ; X . Par la description 17 . 2 . 41 de la cohomologie, on voit que l'endomorphisme 
H d - 1+ j (~ff (0" )) de Hf- 1+ i (Le l'action de <p n sur H^~ 1+ i) est annulé par le polynôme X - q n ^w. Par le 
lemme H(J. 1.41 n). il existe donc un unique scindage tel que (pour tout choix de 0) 

/r 1 o a^fir)) = w ® Diag(l, q n , ■ ■ ■ , <f d ") G End^ (V a , (p) ) <g> T dp . 



Or, le commutant de w <£> Diag(l, g", • • • , q nd p) dans Endg (y<r'{ P )) ® Id p est End^ (Va'( P )) ® Q/ P où Q^ p 
désigne ici la sous-algèbre des matrices diagonales de 7d p . Ainsi, puisque 4> n est central dans Wk/ ker^), 
on a 

M/T 1 o a<h o 7p ^) c End^ (V a , {p) ) ®Q dp . 

Mais par les diagrammes commutatifs de la proposition 17.2.81 et la Wi<--équivariance des isomorphismes 
17.2.41 on en déduit que 



i=0 

= Y t a'(j>){w)®\w\- i E i . 



où Eu désigne toujours la matrice élémentaire de coordonnées (i,i) de Td p . Le scindage fait donc 
bien commuter le diagramme du lemme. Pour l'unicité, remarquons que toute autre solution a' vérifie la 
conclusion du point ii) de llU.1.4| pour (f> n , et coïncide donc avec a par l'assertion d'unicité de lll).1.4l ii\ 

□ 
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7.3.6 Preuve de la proposition 1 7. H. il : On garde les notations précédentes; en particulier, est le 
scindage de iîr c [p] du lcmme 17.3.51 et N p Pendomorphisme nilpotent de i?r c [/>] donné par le lcmmc 
17.3.21 On voudrait montrer que pour un bon (3-/3^, (correspondant à un choix de générateurs des 

Ext^ f'f'pV , Ttpv 1 ^), il existe un certain sous-ensemble I Ç Sd p tel que 

1 ^*)(N P ) = (My CT , (p) ®Ni) G End^ (V a , (p) ) ®^ T dp 

où JV/ a été défini en !2.f .31 Choisissons un (3 arbitraire pour commencer. Remarquons que par construction, 
N p induit Pendomorphisme nul en cohomologie et par conséquent on a 

(/T 1 o a^){N p ) G XJ ElK %, ( V °'(p)) ® ^ii 

i>j 

en notant (Eij)ï^j la base "canonique" de 7^ . D'autre part, on déduit de !7.3.3l la relation 
(7.3.7) */ï(w)N pl f(w)- x = \w\N p 

pour tout w G Wk- Appliquée à l'élément <p n de la preuve du lcmmc 17. 3. 21 pour lequel on a 

dp-l 

(/T 1 o a^)(0 n ) = ^ uqtfJdaEki), 

i=0 

cette relation implique que 

i=l 

Écrivons donc (/3 -1 o a t j J ^){N p ) — J2i^i ® ^*-i,t avec -^i G ^ nc % (Kr'(p))- P &r définition de o^, on a 
pour tout w G W/f 

(/T 1 o a^)( 7 ») = ^ a'(p)H ® 

i=0 

La relation 17.3.71 implique donc que chaque Mi commute avec a'(p)(w) pour tout w. Par le lemme de 
Schur, on a donc Mj G Q/. Quitte à changer (3, on peut alors supposer que Mi est soit nul, soit égal à 1. 
Il n'y a plus qu'à poser I := {i G {1, • • • , d p — 1}, Md-i — 0}. 

Remarque 7.3.8 Supposons que 7 = 0, i.e. que tous les Mi sont non-nuls. Alors le changement de (3 est 
unique. 

7.4 Uniformisation p-adique et conjecture de pureté 

Le but de cette section est de prouver que l'ensemble 1$ Ç Sd p de la proposition 17.3. Il est l'ensemble 
vide, ce qui achèvera la description explicite de l'action de Wk sur le complexe RT c [p\. Par construction 
de cet ensemble 1$, il est équivalent de montrer que Pendomorphisme N p de RT c [p] défini dans le lcmmc 
17.3.21 fie logarithme de la partie unipotente de la monodromie) est d'ordre exactement d p . 

Jusqu'ici notre étude concernait indifféremment les côtés LT et Dr (sous la description 17. 1 .31 plus le 
théorème de Faltings 16.5. fl dans le cas Dr) , mais la seule stratégie que nous avons trouvée pour estimer 
l'ordre de nilpotence de N p concerne pour l'instant le côté Dr et utilise la théorie de l'uniformisation 
p-adique de Drinfeld. Elle suppose aussi la validité de la conjecture dite "monodromie-poids" de Deligne. 
Rappelons de quoi il s'agit. 
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7.4.1 Pureté de la filtration de monodromie : On sait depuis Grothendieck que sur toute représentation 
Sadique continue de dimension finie (ex, V) de Wk, l'inertie Ik agit de manière quasi-unipotente, c'est- 
à-dire qu'il existe un unique endomorphisme nilpotent N a de V tel qu'il existe un sous-groupe I a C Ik 
d'indice fini dont l'action est décrite par 

Vi e h, cr(i) = exp(i\U M (i)). 

L'opérateur N a est donc le logarithme de la partie unipotente de la monodromie de <x, mais par abus 
de langage, nous l'appelerons simplement "opérateur de monodromie de er" 11 . Il vérifie nécessairement 
l'équation habituelle wNo-w -1 = \w\No- de sorte que pour tout relèvement de Frobenius géométrique <f>, 
l'application 

(7.4.2) w^a^{w):=a(w)exp{-N a t IJ ,(i 4> (w))) où w = ^h^w) 

définit une représentation lisse de Wk sur V. Rappelons aussi que par 123 8.4.2], la classe d'isomorphisme 
de (j ne dépend pas du choix de <j>. 

Ceci s'applique en particulier aux espaces de cohomologie Z-adique H 1 (Xk<"* , Qi) d'une variété X propre 
sur K . À l'opérateur de monodromie N est associée une filtration croissante stable sous Wk de l'espace 
V dite "filtration de monodromie" 12 ■ • • Ç MiV Ç M i+ iV Ç • • • de longueur finie et caractérisée par les 
propriétés que N(MiV) Ç pour tout i, et N induit des isomorphismes N l : Gr l M V CS> j — — ► 

Gr^jV pour tout i ^ 0. Par ailleurs, Deligne définit une autre filtration croissante stable sous Wk de V, 
dite "filtration par les poids", • • • Ç WiV Ç Wi+%V Ç • • • caractérisée par la propriété que les valeurs 
propres de tout relèvement de Frobenius géométrique sont des entiers algébriques dont tous les conjugués 
complexes sont de norme complexe q % l 2 . 

Conjecture 7.4.3 (Monodromie-Poids) Si X est propre et lisse sur K , alors pour tout i £ N, on a 

M t (W(X ca ,Qi)) = W i+j (iP(X ca ,Q ; )) . 

Lorsque K est d'égales caractéristiques, l'énoncé est essentiellement contenu et démontré dans les 
travaux de Deligne sur les conjectures de Weil. Le cas d'inégales caractéristiques est très peu avancé, 
même dans les cas de réduction semi-stable. 

Remarquons que pour tout i G Z on a N(WiV) Ç Wi-2V, de sorte que par la caractérisation de la 
filtration de monodromie, la conjecture ci-dessus est équivalente à l'assertion : Pour tout i ^ 0, N induit 
un isomorphisme 

(7.4.4) AT* : Gr^ (JF(X C <\ Q,)) ® I - I* ^ Gr^ +j (i^(X ca ,Q,)) . 



7.4.5 Uniformisation p-adique : Nous n'aurons besoin dans ce texte que d'une version simple de la 
propriété d'uniformisation p-adique, notamment nous n'utiliserons pas le langage des variétés de Shimura. 

Commençons par rappeler que les espaces M. d ^ n sont munis d'une donnée de descente sous le groupe 

de Weil Wk, qui est déduite de celle que nous avons définie sur les espaces M%^ n en 16. 1.31 par passage au 

quotient. Il se trouve que cette donnée de descente n'est pas effective sur M.%^ n , mais l'est sur M%^ n . 
Ceci est démontré dans un contexte plus général dans Thm 3.49]. On peut expliciter la descente de 

■Mriro ainsi : notons Kd l'extension non-ramifiée de degré d de K. Alors on a 

M%* ~ K^ê (Res Kd (n*- 1 ®*^)) 

où l'action de GD sur la restriction des scalaires de Kd k K de Çl d ^~ 1 <&KKd est le produit de l'action 
naturelle de GD/15^ ~ PG d sur Q^ 1 et de l'action de GD sur K d donnée par (g,d) h-» 0"(fl)+"(<*) . 

11 Bien-sûr N a dépend du générateur /x de Z;(l), mais JV CT ® fi* : V ®z, — * ^ n'en dépend pas. 
12 qui elle est bien indépendante du choix de fj, 
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Nous noterons ici M.Dr,n les if-espaces analytiques "descendus" des if ca -espaces M Drn . Il sont toujours 
munis d'actions du groupe GD, les morphismes de restriction de la structure de niveau se descendent 
aussi et on obtient une tour de revêtements étales de groupe O d du X-espaces analytique M. Dr, a — 

Soit r un sous-groupe discret, cocompact et sans torsion de Gd- On sait que l'action d'un tel sous- 
groupe sur l'espace analytique M Dr,o est libre, et il en est donc de même de l'action sur les revêtements 
■MDr,n- Par |3 lemma 4], l'espace annelé quotient est alors muni d'une structure de if-espace analytique 
quotient que nous noterons M.Dr,n/^- Le théorème suivant affirme que ces espaces sont algébrisables. 

Théorème 7.4.6 (Mustafin, Cherednik, Drinfeld, Rapoport-Zink, Varshawski...) Il existe une variété 
algébrique Sr,o> propre et lisse sur K et une tour (Sr,n)neN de revêtements étales de S*r,o de groupe 
®d/0- + ^"Cd); munies d'une tour d'isomorphismes compatibles 

&n ■ S^ n ► A4Dr,n/r. 

Toutes ces variétés sont uniques à isomorphisme canonique près et sont munies d'une action de 
prolongeant l'action galoisienne de O d . 

Preuve : Dans le cas où K est p-adique, la référence la plus commode est le théorème 6.36 de |53| . 
L'uniformisation y est obtenue par voie modulaire et contient beaucoup plus d'informations que ce dont 
nous avons besoin ici. Dans le cas d'égales caractéristiques, le résultat dans la généralité demandée est dû 
à Drinfeld, cf les commentaire de la partie III. 5 de ^21- D 

Appliquons maintenant le théorème de comparaison du type GAGA de Berkovich 3, 7.1] : 
Corollaire 7.4.7 II y a des isomorphismes x Wk -équivariants 

H l (S r ,n ®k K^M) -Z* HiÇM^jTMù 

où le terme de gauche désigne la cohomologie étale l-adique au sens des variétés algébriques. En particulier, 
si p <E Irr^(D^ / m 1 (\ + zu n OD)), on en déduit des isomorphismes Wk- équivariants 

7.4.8 Application : Fixons p de niveau ^ n, c'est-à-dire p G Irr^(D^ / w' z (1 -\- w n O d)) ■ On a alors 

un premier isomorphisme dans D b {GD), évident par construction de RT c {Ai d J ) ^ : , Qj), et qui est Wk 
équivariant : 

RT c (M d D l r,nMi)[p] RTeiMT ',Qi)[p\ = HT M- 

Par la version "foncteurs dérivés" de la suite spectrale de Hochshild-Serre de 15. 3. Il on a un isomorphisme 
-équivariant dans D b (D^ ) : 

(7.4.9) Q ; ®| [r] RT c (M d ji r K n Mi)[p} ^ RT ^M^JT M^p]. 

Dans l'expression de gauche, le complexe est vu à travers le foncteur d'oubli D b (GD) — > D b (T x D%) 

associé à l'inclusion de groupes T x — ► GD. Soit alors N Pt p t j l'endomorphisme du Q r espace vec- 
toriel i/ J '(5p a n , fonctoriellement induit par N p via les deux isomorphismes précédents, le passage 
à la cohomologie en degré j et le théorème de comparaison GAGA. Comme tous les isomorphismes 
utilisés sont IFif -équivariants, la définition de N p montre que le sous-groupe I p C Ijc du lemme 17.3.21 
agit sur ff J (5 r n ,Q;)[p] par i t— » exp(N P: r,jt p (i)), de sorte que N Pt r,j est l'opérateur de monodromie de 
la représentation de Wk sur (S^ a n ,Qi)[p\. 

Fixons dorénavant un relèvement de Frobenius géométrique 4> et notons H^^(S^ a n , Qj)[p] la représentation 
lisse de Wk associée, comme en 17.4.21 
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Combinons alors l'isomophisme 1774.91 avec le scindage a.$ de 17.3.51 : la suite spectrale de Hochschild- 
Serre dégénère en des isomorphismes D% x W/<--équivariants 



do-l 



H^(S£%Qi)[ P } ^ 0Ih^-« l+1 - < (Qt ) ^v)®p®o y O')|-|- < 

i=0 
dp-l 

»=0 
dp-1 

- Ext fc 1_J+i fôv^^/r.Q,))* - r 

i=0 

La représentation C 00 (Gd/r, Q ; ) de est admissible et semi-simple, avec constituents " unitarisables" : 
en particulier, les seules représentations elliptiques qui peuvent y apparaître sont les séries discrètes et 
les représentations de Speh locales. Soit m® r , resp. m' r , la multiplicité de la série discrète , resp. de 

la représentation de Speh 7r pV p dans cette représentation C°°(Gd/T, Q t ). Compte tenu du calcul de Ext 
entre représentations elliptiques (le calcul partiel de Schneider-Stuhler suffit ici), on trouve la description 
suivante : 

Pour j = d — 1, on a 



D*xW K 



et pour j d — 1, on a 

H^(S? n ,®i)[p] 



d p -l _.\ 

© P ® v'{p)\-\ | s i dp est pair 

V *=° / 

I © P®v'(p)\-\- l \ ®{p®<j'{p)\.\- k ) mp ' T sid p = l + 2k 



{0 si j + dp — d est impair 

(p (g) <7'Go)|.|- fe ) m '- r si j + d p - d = 2k ^ 



Observons en particulier que l'action de Wk sur H^^^S^m Qz)[p] est semi-simple. On en déduit la 
remarque suivante : 

Remarque 7.4.10 (sous la description \ 7. 1 . 3| ) L'action d'un relèvement de Frobenius cf> sur les espaces 
de cohomologie H l (Sf! 1 n ,Qi) est semi-simple. 

Revenons à notre problème initial; par le théorème de "multiplicités limites" de |551 1.3], on sait que, 
quitte à remplacer T par un sous-groupe d'indice fini, on peut supposer m® r > 0. On peut maintenant 
énoncer 

Proposition 7.4.11 Avec les notations ci-dessus, supposons T "assez petit" pour que rn^ pV ^ 0. Alors 
les propriétés suivantes sont équivalentes ( toujours sous la description \ 7. 1 . 5| ) : 

i) L'endomorphisme nilpotent N p de RT c [p] défini dans le lemme \7.S.S\ est d'ordre d p (î.e. vérifie 
Nf"' 1 £ 0). 

ii) L'opérateur de monodromie iV^r.d-i de H d ~ 1 (Sp a n , Q/)[p] est d'ordre d p . 

iii) La conjecture monodromie-poids est vérifiée pour la partie p-covariante de la cohomologie H 3 (S£ a n , Qi)[p] 
pour tout j . 

iv) Pour tout relèvement de Frobenius géométrique <$>, le sous-ensemble 1^ Ç Sd p de la proposition \ 7. 3. 1\ 
est l'ensemble vide 1$ = 0. 

Preuve : On a déjà remarqué que i) et iv) sont équivalents. Une autre implication facile est ii) =>■ i), 
puisque N p est d'ordre au plus d p et induit N Pi r,d-i- 
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Rappelons maintenant que la représentation a' (p) — o~ d / dp i T p ) I — I 2 es t P ure de poids d—d p . Ainsi la 
description de la cohomologie ci-dessus montre que Gr^^i^-^S^Q;)^]) ^ 0, et donc la conjecture 
monodromie-poids dans sa version \7 . 4 . 41 imniia ue que Np P T 0. On a donc iii) =>- iv). 

Il nous reste à prouver que iv) =>■ iii). En fait le seul espace de cohomologie qui peut poser problème 
pour la conjecture monodromie-poids est celui de degré médian j = d — 1, les autres étant purs. Il nous 
faut alors expliciter l'action de iVp,r,d-i sur H d ^ x (Sp l n , Q/)[p]. Mais si on suppose la propriété iv), alors 
dans l'isomorphisme 

d p -l 

H d -\SÏ? n ,®iM * Ex%T (<v, (7r» v ) m ^ ffi (wp) m '^y ®p®a'{p)\ \~\ 

i=0 

induit par le scindage a^, l'opérateur N p agit par U-produit et la description 14. 1 . 1 fil ii) de ce U-produit 
montre que N p induit des isomorphismes 

Ext i_ (,r«v, (7T* V )<*■)* ® P ® <t'( P )\ r -z* Ext£ (tt- 1 , (^ v r^)* ® P ® <r'( P )\ - r +i 

pour tout i G {1, ■ ■ ■ , dp — 1} . Or, toujours par la description de la cohomologie donnée plus haut, on a 
pour i f= - £ 2 — 

Ex% (n i p v,(*»v)<ry ® p® a'(p)\ r ^ Gr^-^+^^+^^-H^^OH) 

et pour i = dp 2 1 (lorsque d p est impair!) on a 

Ext^ (,r* v , (7T« v ) m ?.r © (7r>)< r )* ® ^(P)l - P ^ Gr^ 1 ^- 1 ^,^)^]). 

Dans tous les cas, la description de l'action de N p par U-produit montre que pour tout k G Z, 7V fc induit 
un isomorphismc 

A/ fc : Gr^ 1+fe (H 4 ' 1 (S^ n ,Qi)[p\) ^ Gr^ 1 "* (ff"" 1 ^, Q,)|p]) 
et par 17.4.41 la conjecture monodromie-poids pour la partie p-covariante de la cohomologie en découle. 

□ 

Remarque 7.4.12 On a ainsi montré la vrovosition \l., c A mais bien-sûr, les résultats de cette section et 
de la précédente sont bien plus précis. 

7.5 Preuve du théorème iBl 

Fixons p G IiTq (D£) et I Ç Sd p , et choisissons un relèvement de Frobenius géométrique 4>. Nous 
noterons dans cette section 

H ! p := H* [RHom Dh{W5) (RT c [p v ],7T p © /)) . 

C'est un Q r espace vectoriel gradué de dimension finie muni de l'action par automorphismes de degré de 
Wk induite par l'action 7 p v : Wk — ► ^ ut i)6(Gl5)(-Rr c [p v ]). Nous noterons aussi Ti 1 ^ la représentation 

graduée lisse de Wk associée à Tt p comme en 17.4.21 : elle est aussi induite par l'action 7^ : Wk — > 
Aut D 6(g£^(i?r c [p v ]) définie en 17.3.41 Enfin, nous noterons N p l'endomorphisme de degré (d'espace 
vectoriel gradué) de H p induit fonctoriellement par l'endomorphisme N p v de RT c [p v ] du lemme 17.3.21 
L'endomorphisme est l'opérateur de monodromie de la W^-représentation graduée Tt p et la connais- 
sance de cette dernière équivaut à celle du couple (H p '^ , N p ). 
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En utilisant le scindage de 17.3.51 on obtient immédiatement la première ligne de 

dp-l 

H 1 / ~ Wk ©W*(i^om JJfc(SB) (7r*®p v ®o y (p v )|-|- i ,7^®p v ))[d-l + i] 

i=0 
d p -l 

~ Wk Extg^ ® p v , n J p ® p v ) ®q ; (a'(p v )| - |"*) v [d - 1 + 1 - /)] 

i=0 

— Wk *V) V ® I Extgj Z) (TT* , 7$ | - |«[ d - 1 + i - /)] 1 

et la deuxième ligne vient des isomorphismes canoniques 

Ext ho K ® / , < ® ^ (ttJ, tt/) 

et du calcul d'extensions de l4.1.1(51 

On veut maintenant expliciter l'endomorphisme N p . On procède exactement comme dans le paragraphe 
12.31 Notons /?t-i,t G ^* x *G~( 7r p! ^p -1 ): ou * e { 1 , • ■ ■ , <i p — 1 } les générateurs qui définissent l'isomorphisme 
(3$ de la proposition EQ1 (uniques par la remarque 17. 3. 8f) et choisissons pour chaque j £ {0, • • • , d p — 1} 
un générateur de la droite Ext^- 7 ^ (71^,71^). Alors l'action (à droite) de a(N p v) sur H p est donnée par 

N.ei = e i U /3 i)i+1 G Qje i+ i. 

La formule pour le U-produit de l4.1.l6l ii1 montre que ejU/Jj^+i est non-nul si et seulement si ô(i + 1, 1) — 
ô(i, I) + 1 et des considérations élémentaires montrent que cela se produit si et seulement si i + f G I e 
(complémentaire de I dans Sd p — {1, ■ ■ ■ ,d p — f}). 

Oublions maintenant la graduation de H p . La discussion de 12.31 montre alors que 

H p ^ WK a'(p"Y ®r dp j\-\ d ^-\ 

et compte tenu de la définition 17.2.31 de cr'(p), de l'égalité r pV — (r p ) v et de la compatibilité de la 
correspondance de Langlands aux contragrédientes, on obtient 

ni ^ Wk a ild y p )\-r^®T dp j\~\^ 

-w K <y d /d p (r°)\ - |^ ® T dpJ \ - ~ a d (7r^)| - |^ 

par la description 14 . 2 . 71 de la correspondance de Langlands pour les représentations elliptiques. 
En vertu de l7.2.1l et 16.6.11 nous avons donc achevé la démonstration du théorème iBl 

8 Retour sur le demi-plan 

Nous reprenons les notations de la partie [3 

8.1 Un analogue du théorème principal sur un anneau de coefficients forte- 
ment banal 

Fixons un nombre premier / ^ p fortement banal pour PGL d (K), au sens de !3.1.6| Dans cette section, 
on étudie la cohomologie de il^ 1 à coefficients dans un anneau du type A = Oe/^Oe où E est une 
extension finie de Q; et A une uniformisante de E. 

On reprend les notations nf, pour / C S de 13 .1.31 et la numérotation de S de 12. 1 . Il On sait par 19.1. il 
ou 0U| que l a cohomologie de est encore donnée par 
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Comme l est banal, on a A[X] = (X - q l )A[X] + (X - q j )A[X] pour tous < i < j ^ d - 1 et on en 
déduit grâce au lemme ITO.1.41 l'existence pour tout relèvement de Frobenius géométrique <fi d'un unique 
scindage 

d-l 

a : RT c (Q d K 1 ' ca ,A) 7rf w} [d - 1 + i] 

i=0 

comme en 12.2.31 Comme / est fortement banal, le théorème 13. 1 .41 permet d'appliquer la même discussion 
que celle précédant la proposition 12.2.71 : à tout choix de générateurs des A-modules libres de rang 1 
Ext\ G (^{i 7T{\ i^j est associé un isomorphisme 

/T 1 o a<h : End Dl(PGd) (RT c {Çl d K ^ ca , A)) ^ T d A 
où 7^ A désigne la A-algèbre des matrices triangulaires supérieures. 

/ d-l ca \ X 

Notons comme d'habitude 7 : Wk — ► ^ n ^D b K (PG d ) (^r c (f2 x ' ca ,A)\ le morphisme de groupes 

donnant l'action de Wk sur RT c (Tl c K ~ 1 , A). Comme le groupe des matrices unipotentes supérieures est un 
/-groupe, on constate que ~f\i K se factorise par le /-quotient de Ik- Comme / est banal pour PGLdiK), on 
a en particulier / > d donc le logarithme, resp. l'exponentielle, de tout élément unipotent, resp. nilpotent, 
d'ordre ^ d est défini. Cela permet de définir l'élément nilpotent G End D b (pG d ) (-^-^(f^ 1 , A)) comme 
en 12.2.81 Le morphisme 7 est alors entièrement déterminé par l'équation 

(fi o a„)( 7 M) = Diag(l, q"( w \ • • • , q ^>M) x exp («,))•(/? o a^)(N^) . 

Comme en 12.2.1(11 si (Eij)i^j désigne la base canonique de 7^ A , alors il existe ai, • • • , a,d-i G A tels 

que 

d-l 

(3 o a^Nfj) = ^ ai E i-i,i- 

2=1 

En conjuguant par une matrice diagonale, ce qui revient à changer le choix de générateurs qui définit 
f3, on peut mettre les Oj sous la forme ai — X ni . Le résultat suivant demandera plus d'efforts que son 
analogue dans le cas Q t : 

Proposition 8.1.1 On a\ n ~ l .N^~ l ^ dans End D t (G) (RT c (n d K 1 , A)) . (Rappelons que A = E /X n O E ). 

Définissons maintenant des représentations rf' >J '(A) de Wk à coefficients dans A par les mêmes formules 
que dans le paragraphe ^ . 1 . 3l en remplaçant simplement Q ; par A. Le corollaire suivant est le strict analogue 
de la proposition 12. 2. 7l : 

Corollaire 8.1.2 Pour tout relèvement de Frobenius géométrique (j>, il existe un unique scindage de 
RT c (Çî d ^~ 1 ' ca , Qi) et un unique choix de aénérateurs \2. 2. 5l définissant un isomorphisme /3$ comme en \2.2.6\ 
tels que le diagramme suivant soit commutatif 




W K 



De plus, le choix de générateurs (et donc (3$) est en fait indépendant de (j). 

À partir de là on démontre à partir du calcul d'extensions de 13.1.41 et exactement comme dans le 
paragraphe 12. 31 le résultat suivant : 

Théorème 8.1.3 Pour tout I C S, il existe un isomorphisme WK-équivariant 

H*(RHom DÏ(PGd) (i?r c (^"\A),7r A )) r A . 

Lorsque A = F; (donc avec / fortement banal), on obtient une réalisation de la correspondance de 
Langlands-Vignéras, puisque, comme dans le cas classique, on a 



93 



8.1.4 Preuve de la proposition 18. 1. il : Dans le cas Z-adique, la preuve de la non-nullité de iV d_1 en 
12. 2. 151 reposait sur la suite spectrale de Rapoport-Zink associée à un quotient du schéma formel de 
Deligne par un sous-groupe Y de PGd discret, sans torsion et cocompact. Elle utilisait deux propriétés de 
cette suite spectrale vraiment liées aux coefficients Z-adiques : la dégénéréscence en E2 et l'existence d'un 
accouplement "défini positif" sur E [- a za -\ Dans le cas que l'on envisage maintenant, la dégénéréscence 
en E2 sera encore vérifiée, toujours par un argument de poids, cf 18.1.91 ci-dessous. Par contre, pallier 
l'absence de positivité semble plus difficile : cela demande des informations précises sur T, par exemple 
son covolume ou la combinatoire de son action sur l'immeuble, etc.. 

La stratégie que nous adoptons ici consiste à uniformiser "partiellement" : nous quotienterons sim- 
plement par un sous-groupe discret cocompact et sans torsion d'un tore maximal de PGd- Le schéma 
formel obtenu Q/T n'est plus algébrisable, mais nous allons vérifier que le formalisme de Rapoport-Zink 
s'y applique sans problèmes. Les définitions et résultats qui suivent ne sont cetainement pas optimaux, 
mais suffiront pour nos affaires. 

Définition 8.1.5 Un schéma formel X quasi-séparé au-dessus de Spf{Ox) sera dit fortement semi-stable 
si : 

i) localement pour la topologie de Zariski, X est isomorphe à Spf(OK{T\, • • • , T n ) /(Tf x • • ■ x T m — zu)) 

ii) Les composantes irréductibles de la fibre spéciale Y = X 'Xok & son ^ propres et lisses de dimension 
constante sur k. 

Soit i l'ensemble des composantes irréductibles de Y. On met une structure simpliciale sur I en 
déclarant qu'un sous-ensemble J C i est un simplexe si Yj :— f] jeJ Yj 7^ 0- Dans ce cas, si d — 1 désigne 
la dimension commune des composantes irréductibles de Y, alors Yj est une sous-variété lisse de pure 
dimension d — \J\. On note /( m ) l'ensemble des simplexes de dimension m — 1 (donc de cardinal m) de I. 

Notons maintenant X la fibre générique au sens de Berkovich de X : c'est un espace if-analytique 
lisse. 

Proposition 8.1.6 SoitX un schéma formel fortement semi-stable surOx- Alors les modules H q (X ca , A) 
sont modérément ramifiés et il existe une suite spectrale 

E -r, q +r = #<?+i-|J|(yj« A(-r-fc)) ^H q (X ca ,A) 

k^SUp(0,-r) j£l(r+2k+l) 

dont la différentielle d\ de degré (—1, 1) en (r,q) s'écrit 

dï r ' q+r = E (-!) fe E (j2 e ^ Res 'A 

k^SUp(o,-r) j e ](r+2k+l) \KDJ ) 

+ E (-^ E (e^ g ^) 

ip(o-r+l) J(Zj(r+2k+l) \KCJ / 



k^SUp(c 



OU 



ResjK : H q+1 ~\ J \ (Yj a , A) — ► ffi+^-\J\ (Y^ a , A) = H^ 1 ^ 1 ^ (Y£ a , A) 
est le morphisme de restriction associé à Yr- Yj lorsque J C K , 

Gys JK : iî« +1 "l J l(r J CQ , A) — ► H q+1 -\ J \ +2 (Y& a , A) = H iq+ ^ +1 -\ K \Y^ a ,A) 

est le morphisme de Gysin associé àYj <^-> Yr lorsque K G J, et les £j^k sont des signes donnés par le 
choix d'une orientation de l'ensemble simplicial 1^ . 

De plus, si fi est un générateur topologique de Z;(l), l'action de fi — 1 sur l'aboutissement est induite 
par l'endomorphisme v de degré (—2,0) en {r,q) défini par 

v~ r ' g+r = E E îd H*+i-l-'l(Yr,M-r-k)))®f J ' 

k^SUp(Q-r+l) j e /(--+2fc + i) 
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La preuve de cette proposition consiste à vérifier que le formalisme de Rapoport-Zink dans s'ap- 
plique encore aux cycles évanescents définis par Berkovich. Nous la reportons à l'appendice. 

On suppose toujours que la dimension commune des composantes de Y est d — 1. Dans les cas partic- 
uliers (r, q) = (d — 1, d — 1) et (r, q) = (1 — d, d — 1), la description de la différentielle et de l'opérateur v 
s'insèrent dans le diagramme suivant : 



E 



\-d.2d-2 



A[/( d )](f-d) 



<A[lW] =E\ 



rf-1,0 



,l-d,2d-2 



2-d, 2(2-2 



A[/( d -i)](l-d) A^" 1 )] = £*• 



(2-2,0 



où A[?] désigne le A-module des fonctions à support fini sur l'ensemble ? et 

d\- iM -\f){K) = sjkJ(J) et <t h °(3)(J) = E £ JK.g{K). 

JDK KcJ 

Munissons alors A[?] de la forme bilinéaire "canonique" pour laquelle la base ? est autoduale. On constate 
que d\~ ' 2 2 et d± 1,0 sont adjointes l'une de l'autre (en négligeant la torsion à la Tate pour simplifier 
l'exposition). En particulier, on a im n en déduit le lemme suivant 

Lemme 8.1.7 Si À™ -1 ker (d\ d ' 2d 2 ) Ç. ker(d\~ d,2d 2 )~ L , alors le morphisme induit par v^ 1 

yi-l^d-1 . ^l-(2, 2(2-2 > ^(2-1,0 

est non-nul. 

Venons-en maintenant à la situation qui nous intéresse, à savoir X = Ù^ 1 /T où V est un sous-groupe 
discret sans torsion de PGLd(K). Lorsque L = {1}, on sait que Cl^ 1 est fortement semi-stable au sens 
de 18.1.51 L'ensemble / des composantes irréductibles est en bijection avec l'ensemble BT des sommets 
de l'immeuble de Bruhat-Tits de PGLd(K), et la structure simpliciale BT^ qui en découle est celle de 
Bruhat-Tits. Par exemple, BT^ est l'ensemble des chambres de l'immeuble et BT^ d ~^ celui des murs 
(facettes de codimension 1). En général, pour que X — Ù^ 1 /V soit fortement semi-stable, il faut et il suffit 
que l'étoile d'un sommet soit contenue dans un domaine fondamental de V dans BT^ (sinon il y a des 
points doubles). On a alors 1^ — T\BT^ m \ Nous fixons une orientation .SX^i^-équivariante de BT^ 
de la manière suivante : on choisit d'abord un ordre sur les sommets d'une chambre A et on le transporte 
à toute autre chambre par l'action transitive de SLd(K), sans ambiguïté puisque le stabilisateur et le 
fixateur de A coïncident dans SLd(K) ; on obtient donc une orientation sur chaque simplexe maximal 
et on vérifie que ces orientations se recollent bien le long des murs. L'orientation de BT^ obtenue est 
équivariante par tout V discret sans-torsion et induit donc une orientation de T\BT^*\ 

Notons A l'ensemble des sommets de l'appartement de BT associé au tore maximal T de PGLd(K) 
que l'on a choisi il y a déjà longtemps, et A^ l'ensemble simplicial associé. Fixons aussi une chambre A 
dans A^ . Nous noterons A+ \ resp. A_ , l'ensemble des chambres de A^ qui sont à distance paire, resp. 
impaire de A. 

Lemme 8.1.8 Soit T un sous-groupe discret sans torsion et cocompact de T tel que le quotient Ù^ 1 /T 
soit fortement semi-stable. Alors les fonctions caractéristiques l^ci) de A± dans BT^ définissent deux 

éléments de E\ d ' 2d 2 tels que, avec notre choix d'orientation 

■ \ i 1 ^7 ,l-(2, 2(2-2 

i) l A (d) - l A (d) <E ker d 1 

ii) À™ _1 (l^ 4 ( £ i) — l A (d)) (ker d\~ d,2d 2 )- L dès que \T\A^\ est inversible dans A. 

Preuve : Le fait que ces fonctions caractéristiques induisent des éléments de E^ d > 2d ~ 2 = A[r\BT( d )] 
découle de 

- A [d) et A {d) sont stable s par T puisque un domaine fondamental de T contient l'étoile d'un sommet. 
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- r a un nombre fini d'orbites sans puisqu'il est cocompact dans T. 

Montrons maintenant le point i). Soit M un mur de BT^-V. L'ensemble des chambres de I^A^ 1 ) 
contenant T. M est non vide seulement si M € A^ -1 - 1 , auquel cas il contient deux éléments, TA + et TA_ 
où A + et A_ sont les chambres mitoyennes de contenant M , la première paire et la seconde impaire. 
On a alors 

d 1 ' (l A i<i) —l A w)(M) = erA+,r.M — £tA-,f.m- 

Mais par définition de notre orientation, puisque A + se déduit de A_ par un élément de SLd(K) laissant 
fixe le mur mitoyen, on a £rA + ,r.M = £A+,m = £A_,M = £rA_,r.M- 

Passons maintenant au point iii). En notant (., .), la forme bilinéaire canonique de É\~ ' 2 2 , on a 

(x 1 - 1 ^ - V>), (i a m - i A w) = A'^irv^i, 

d'où l'assertion. □ 

Remarquons qu'il est facile de choisir F tel que |r\j4A d '| soit inversible dans A. C'est par exemple le 
cas pour le réseau engendré par les a y (vjk) où a v parcourt les racines simples de T : dans ce cas on a en 
effet \T\A^\ = \W G \ = d\ qui est inversible dans l'anneau banal A. 

Pour appliquer les deux lemmes précédents à notre problème, il nous faut montrer la dégéneresence 
de la suite spectrale. 

Lemme 8.1.9 (On rappelle que A est en particulier banal pour PGLd{K)). Pour tout T discret sans 
torsion dans PGLd(K), la suite spectrale de Rapoport-Zink de la vrovosition \8. 1 . ()l associée à X — Cl'j7 1 /T 
dégénère en E2 ■ 

Preuve : Il s'agit moralement, comme souvent dans ces situations, d'un argument de poids. Pour un X 
général, il n'y a pas de théorie des poids "à valeurs dans A", mais dans notre cas les variétés Yj ont une 
cohomologie particulièrement simple : nous allons expliquer (rappeler) pourquoi pour tout J, on a 

i) H*(Y<f a , A) est non nul seulement si * € 2N et < * < 2d - 2| J\. 

ii) Le Frobenius géométrique a agit sur H 2l (Yj a , A) par multiplication par q l . 

Rappelons tout d'abord la structure de Yj : soit B n la k- variété obtenue en éclatant P n le long du pro- 
duit des (idéaux définissant ses) sous-variétés linéaires fc-rationnelles. Alors pour tout J, les composantes 
connexes de Yj sont de la forme B dl x • • • x £? d i J i avec d\ + ■ ■ ■ + d\j\ = d — \ J\, cf ^2 P ar - 6]- H suffit 
donc de prouver les deux assertions ci-dessus pour les variétés B n . Mais on peut obtenir ces variétés selon 
la suite d'éclatements plus agréables suivante (cf par. 4]) : 

B n = F n _! ^ y„- 2 — » >Y 1 ^Y = P" 

où Y m+ i est l'éclaté de Y m le long de la réunion Z m des transformés stricts des sous- variétés linéaires de 
dimension m de P™ dans Y m . L'avantage est qu'à chaque étape, la sous- variété Z m le long de laquelle on 
éclate est lisse de pure dimension m. 

Alors d'après [SGA5], VII, 8.5 : on a pour tout m des suites exactes : 

— H* +2m - 2n (Z%, A) — H*- 2 (r m (Z m ) ca ,A) © H* (Y™, A) — H*{Y™ +1 ,A) — 0. 

Or, par construction, les composantes connexes de Z m sont toutes isomorphes à B rn . De plus, ïp m : 
ip^Zra) — ► Z m est un P ,l_m_1 -fibré. On montre alors les deux assertions annoncées par double récurrence 
sur n et m. 

Appliquons ceci à la suite spectrale de Rapoport-Zink : on obtient que E~ r ^ m+r es t non-nul seulement 
si m + r est pair auquel cas l'action du Frobenius géométrique a sur E~ r > m+r es t i a multiplication par 
q (m+r)/2^ Rap pei ons que <; m + r < 2d-2 et, sous l'hypothèse A banal, on a A[X] = {X-q l )K[X] + (X- 
q 3 )A\X\ pour tous ^ i,j ^ d— 1. Comme les différentielles d~ r ' m+r sont des applications cr-équivariantes 

E- r > rn+r > £-r+n,m+r-n+l ; eUes SQnt nulleg dès que „ ^ 2 . 

□ 
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D'après les trois lemmes précédents, si T est le sous-groupe discret sans torsion et cocompact de T 
engendré par les ^(vuk), alors le morphisme induit par v d ~ Y 

\n-l,,d-l . 77l-<12d-2 , irnd-1,0 
X V ■ h oo > h oo 

dans la suite spectrale de Rapoport-Zink du quotient O^T 1 /T est non-nul. D'après la fin de la proposition 
18.1.61 cela implique que l'action de (1 — sur lf d_1 (f2 d_1 ' co /T, A) n'est pas annulée par A" -1 . D'après 
le théorème 15.3.11 cette action n'est donc pas annulée non plus sur Rr c (ny L ' ca ,A). O n en déduit la 
proposition 18.1.11 

8.2 La suite spectrale de Rapoport-Zink pour les schémas formels fortement 
semi-stables 

Le but de ce paragraphe est de prouver la proposition 18 . 1 . ïl 



9 Appendice 1 : un calcul de la cohomologie du demi-plan 

Nous calculons la cohomologie à support compact des espaces symétriques D,^ 1 de Drinfeld par une 
méthode différente de celle de Schneider et Stuhler, qui présente l'avantage de fonctionner aussi pour les 
coefficients /-adiques. Au-lieu d'utiliser l'arrangement "à l'infini" des sous- variétés linéaires rationnelles 
de P^ 1 , dont le nerf est l'immeuble de Tits, nous utilisons un recouvrement de îî^ -1 par des ouverts 
"distingués" dont le nerf s'identifie à l'immeuble de Bruhat-Tis. Cette approche est similaire à celle que 
Drinfeld a utilisée pour calculer la cohomologie de Q} K . Nous tomberons sur des problèmes combinatoircs 
qui ont déjà été résolus par Schneider et Stuhler : en cela, notre méthode n'est pas tout-à-fait indépendante 
de ESI- 

On peut remarquer qu'il y aurait une troisième approche naturelle pour calculer ces espaces de co- 
homologie : via les cycles évanescents du modèle formel fî^ 1 de Deligne, et par une des deux suites 
spectrales disponibles. A première vue, les problèmes combinatoires qui se posent dans ces approches ont 
l'air encore différents. 

9.1 Le recouvrement ouvert de Drinfeld 

Nous considérons ici encore comme un espace de Berkovich. Rappelons sa définition, au moins 

en termes ensemblistes : nommons l'espace vectoriel V := K d et V* son dual. Notons respectivement 
Â(V) et P(V) les AT-espaces analytiques associés par Berkovich à V, et S(V*) = Q) neN S n (V*) l'algèbre 
symétrique associée à V. Alors on a les descriptions ensemblistes 

A(V) = {K — seminormes multiplicatives S(V*) — ► R+}, 

P(F) = (A(F)\{0})/~ 

où x ~ y si et seulement si 3A > 0,Vn e N,V/ G S n {V*), = X n \f(y)\ (suivant Berkovich, nous 

notons indifféremment x(f) = pour "la semi-norme x évaluée en la fonction /" .). On renvoie au livre 

de Berkovich pour la définition des topologies et des faisceaux d'anneaux topologiques correspondants. 
Posons maintenant 

O(y) := {x G A.(V), X\y* est une AT-norme sur V*}, 

alors fi^ 1 s'identifie au sous-espace analytique il(V) de P(V) dont l'ensemble sous-jacent est l'image de 
f2(V). Puisqu'on a une base de V, on a une identification PGL(V) = PGLd(K) et on peut utiliser les 
notations de 13.1.31 et 12.1.21 Nous voulons prouver le résultat suivant : 

Théorème 9.1.1 Soit A un anneau de torsion première à p ou un anneau de valuation discrète complet 
et de caractéristiques différentes de p. Pour i = 0, • • • , d— 1, il existe des isomorphismes PGLd(K) x Wk~ 
équivariants 

^-l-H (n ^l,ca >A) î}H) 
Par la suite nous abrégerons n := ÎÎ(V) = tt^ 1 et G := PGL(V). 
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9.1.2 On notera BT l'immeuble de Bruhat-Tits associé à PGL(V*) considéré comme ensemble simpli- 
cial et \BT\ sa réalisation géométrique, considéré comme immeuble euclidien. Rappelons la description 
ensembliste 

\BT\ = {classes d'homothétie de iC-normes sur V*} 
qui permet de définir à moindres frais l'application de Drinfel'd 

r : fl -> \BT\ 

x i ► x\y : v h- > |i>(x)| 

D'après cette application est surjective et continue. 

9.1.3 Pour q = 0, • • • , d, on note BT q l'ensemble des ç-simplexes de BT. Si F C BT est un simplexe, 
on notera |F| la facette de \BT\ associée : on a pour toute paire de simplexes F' C F ^ \F'\ C \F\ où \F\ 
désigne l'adhérence de \F\. Pour un simplexe F, on notera aussi |F|* C \BT\ son lien : c'est la réunion des 
facettes \F'\ avec F' D F. Si F = {si, ■ ■ ■ , s n } avec Si G BT des sommets, on a bien-sûr = n<|si|*. Il 
s'ensuit que la famille (t~ 1 (\s\*)) s ^bt de sous-ensembles de fî est un recouvrement ouvert analytique de 
fi dont le nerf est justement BT. De plus, chaque t _1 (N*) est distingué au sens de Berkovich, Le. peut 
s'écrire comme différence de deux domaines analytiques compacts. 

Le groupe G = PGL(V) agit par automorphismes analytiques sur f2 et simpliciaux sur |ST|. L'ap- 
plication r est PGL(y)-équivariante. Notre but est évidemment de calculer la cohomologie au moyen du 
recouvrement par les r" 1 (|s|*). Comme on veut un calcul équivariant et comme il n'existe pas d'orien- 
tation PGL (F)-invariante sur BT, on modifie le complexe de Cech usuel selon la procédure introduite 
par Schneider-Stuhler dans [5fi| et |58j . En fait, pour nous raccrocher à certains résutats combinatoires de 
[HE], nous utiliserons leur notion de systèmes de coefficients que nous rappelons ci-dessous. 

9.2 Systèmes de coefficients sur l'immeuble 

9.2.1 Systèmes de coefficients : (voir Schneider-Stuhler jïïS] , p3 , [HE| ) • Si C est une catégorie, un système 
de coefficients à valeurs dans C sur BT est la donnée 

i) d'objets Xp 6 C pour chaque simplexe F C BT. 

ii) de morphismes rÇ, : Xp — > Xp> pour chaque paire de facettes telle que F' C F satisfaisant la 
relation de transitivité Tp„ o rp, = r^,, . 

En d'autres termes, notons BT la catégorie associée au complexe simplicial BT dont les objets sont les 
simplexes et les morphismes sont induits par les inclusions de simplexes : un système de coefficients à 
valeurs dans C est simplement un foncteur contravariant BT — ► C. Ils forment de manière claire une 
catégorie, qui est abélienne lorsque C l'est. 

Supposons maintenant que C est munie d'une action de G = PGL(V) ; pour tout g € G, on note gc 
l'endofoncteur de C associé. Une structure G-équivariante sur un objet X de C est une famille d'isomor- 
phismes r(g) : gc(M) — > M satisfaisant la condition de cocycle usuelle. 

Exemples : 

- Si C est la catégorie des A-modules munie de l'action triviale de G, un objet G-équivariant est 
simplement un AG-module. 

- Si C = F(Çl ca , A), on fait agir G via l'image directe g <— > g* et un objet G-équivariant est simplement 
un faisceau G-équivariant au sens usuel. 

Nous appellerons système de coefficients G-équivariant à valeurs dans C tout système de coefficients 
muni des données supplémentaires suivantes : 

i) pour tout g G G et tout simplexe F C BT, un isomorphisme gp : gc(Xp) — > -^g(F) tel que 

ii) si h, g G G et F est un simplexe, h% F \ o hc (gp ) = [h o g)* et 

iii) si F 1 C F, alors rf^ o g* = g* o g c (rÇ,). 

En d'autres termes, c'est un objet G-équivariant de la catégorie des systèmes de coefficients à valeurs dans 
C munie de l'action de G suivante : X g^-p o X o g~ x c . 
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9.2.2 Complexes de chaînes : Schneider et Stuhler ont défini dans [HE1 H.l] une notion de facette 
orientée de l'immeuble (poly)-simplicial associé à un groupe p-adique quelconque. Dans le cas PGL(V) 
qui nous intéresse, la définition est plus élémentaire, cf |57l par. 3] : étant donnés deux ordres totaux sur 
un simplexe de BT, on les déclare équivalents s'ils se déduisent l'un de l'autre par une permutation paire 
des sommets. Alors un simplexe orienté est par définition un couple (F, c) formé d'un simplexe et d'une 
classe d'équivalence d'ordres totaux sur ce simplexe. On note BT^ l'ensemble des facettes orientées de 
dimension q. Si F' C F, on note d F ,(c) l'orientation de F' induite par l'orientation c de F. 

Supposons que C est abélienne avec limites directes exactes. Si X est un système de coefficients à 
valeurs dans C, on lui associe le complexe borné d'objets de C, dit complexe de chaînes de X 

C° c r (BT, X) := C°/(BT {d) ,X) d -±l ■ ■ ■ C° r (BT {0) , X) 

où 

C° r {BT {q) ,X) :=ker{U+a) 
avec la définition suivante de a : posons pour toute facette orientée X{w c \ := Xf, alors 

a 1 X (F,c) — » X (F,c) 
{F,c)£BT M (F,c)£BT (q) 

est le morphisme induit par Xrp,c) ~* X(F,—c)- La différentielle est induite par les morphismes 

r F> : x (F,c) ► X {F',d%, (c))- 
F'CF F'CF 

Nous noterons H*(BT, X) les objets d'homologie du complexe C° r (BT, X). 

Rappelons que G agit sur les facettes orientées de BT/ q \, q ^ 0, de sorte que si X est un système de 
coefficients G-équivariant, alors pour tout q ^ 0, l'objet M := C° r \BT/ q \ , X) est par construction un 
objet G-équivariant de C. De plus les différentielles sont compatibles à ces structures G-équi variantes, de 
sorte que les objets d' homologie H.*(BT, X) sont eux-aussi G-équivariants. 

9.2.3 Pour tout simplexe F dans BT, on note 

\Jf := T - X {\F\*)®K^ et j F : U c F a fl ca 

l'immersion ouverte associée. Pour p g N, on vérifie que les applications 

- (F £ BT^) i-> HP{Uf,X) et 

- (F' C F) i-> (Hf(U F a ,A) — > Hl{U F a ,,h)), (le morphisme induit par l'immersion ouverte Uf C 

définissent un système de coefficients G-équivariant à valeurs dans les AT^^-modules que nous noterons 
simplement F i-> HP(U c F a ,K). 

Proposition 9.2.4 II existe une suite spectrale G x Wx-équivariante 

E p q = c° r {BT [q) ,F ^ HP{U F a , A)) =ï HP +q (n ca ,A) 

dont la différentielle est celle du complexe de chaînes du système de coefficients F t— > HP(U F a ,A). 

Preuve : Seul le cas où A est de valuation discrète complet demande peut-être une preuve détaillée. Nous 
traitons tout-de-même le cas de torsion en même temps. 

Si T est un faisceau étale abélien sur Q ca , on lui associe un système de coefficients F sur BT à valeurs 
dans F(fl ca ,Z) en posant : 

- pour toute facette F, T F :— jF\i* F {F). 

— — r F> — 

- pour tout couple de facettes F' C F, le morphisme F F — > F F i est induit par l'immersion ouverte 
Uf ^ Uf. 
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De plus, toute structure de faisceau G-équivariant sur T induit une structure G-équivariante sur le système 
de coefficients T. 

Le foncteur F h- > C° r (BT, T) est visiblement exact, et on peut augmenter le complexe C° r (BT,!F) 
par le morphisme e^r : C° r '(BT ', F) — > T somme des morphismes canoniques j s \j* — ► Id pour s sommet 
deBT. 

Lemme 9.2.5 Soit T un faisceau étale abélien (resp. abélien G-équivariant) sur Q ca . Alors 

i) le complexe augmenté C° r (BT, F) — ^ F est une résolution de F (resp. une résolution G-équivariante 
de T). 

ii) si T\u est T\(U,—)-acy clique (sections à supports compacts) pour tout ouvert U de ïl ca , alors 
C° r (BT {q) ,F) est ri(n ca 7 -)-acyclique. 

Preuve : On laisse le lecteur vérifier le i) sur les fibres. Pour le ii), on vérifie qu'une somme directe 
d'objets IVacychques est IVacyclique. On est ramené à prouver que pour F facette de BT q , Jf^f^) es t 
T\(il ca , — )-acyclique. Mais ceci vient de l'isomorphisme canonique RT\(Up a , — ) ~ RT\(Çl ca , — ) o j Fl . □ 

Si on applique le foncteur T\(il ca , — ) au système de coefficients J 7 , on obtient le système de coefficients 
T\F en groupes abélicns F i— > r> (C/|?, T). Si de plus F est muni d'une structure G-équivariante, alors le 
système de coefficients Y\F l'est aussi. 

Choisissons maintenant un complexe 

T := T° — > l 1 — > >T l — 

d'objets injectifs de F(Çl ca , A(Wk X G)disc) (notations de I5.2.2|) qui soit quasi-isomorphe 

- à A lorsque A est de torsion, et 

- à Mim(A/A"A) lorsque A est de valuation discrète complet d'uniformisante A. 

On sait alors, cf l5.2.2l que l'objet RT c (n ca , A) de D + (AGdi SC ) est représenté dans chacun des cas par le 
complexe r.(fi ca ,I*). 

Considérons maintenant le bicomplexe C° r (BT,I ). Celui-ci s'augmente dans le complexe simple T* 
et cette augmentation est un quasi-isomorphisme par le point i) du lemme précédent. De plus, c'est un 
bicomplexe de faisceaux T\(Çl ca , — )-acycliques par le point ii) donc RT c (Çl ca , A), dans chacun des cas, est 
aussi représenté par le complexe simple associé au bicomplexe C° r (BT. T\T*) : 

s(c° r (BT,ra*)) RT c (n ca ,A) 

En filtrant le bicomplexe C° r (BT,T\T*) par l'indice * et parce que le foncteur "complexe de chaînes" est 
exact en la variable " système de coefficients" , on obtient une suite spectrale 

E p q = c° r (BT {q) ,7i p (Ta*)) => H'P +q (fl ca ,A) 

dont la différentielle d\ q est celle du complexe de chaînes du système de coefficients F i— > 'H v (Y\(U'p J ,T*)) 
(cohomologie du complexe T\(Up a ,T*)). Il ne nous reste plus qu'à vérifier qu'on a des isomorphismes 

Ti(U?,r) -^RT c (Uï?,A) 

fonctoriels en les immersions Uf c — *• U F' ■ Ceci est évident dans le cas de torsion mais demande une 
explication dans le cas A-adique. Dans ce cas, on sait que RT C (U^ = RTiÇUp 1 , — ) o iîlim, donc il 

nous suffit de vérifier que pour tout ouvert U, on a un isomorphisme de foncteurs D + (n ca , A,Gdisc) — ► 
D+(U ca ,AG dlsc ) 

jy o R\im > R\im o jy . 

Mais ceci est prouvé dans 4.2.7] (c'est d'ailleurs très simple : l'isomorphisme sans le R (pour des 
faisceaux) est élémentaire et j v envoie injectifs sur injectifs donc on peut le dériver). 

□ 



100 



9.2.6 Rappelons maintenant l'exemple essentiel de système de coefficients de A-modules introduit par 
Schneider et Stuhler. Pour F simplexe, on note Gp son stabilisateur, Gp son fixateur et G~^ le pro-p- 
radical de Gp (voir par exemple (23 part 6] où le groupe Gj est noté U a ). Partant alors d'un AG-module 
lisse V on définit le système de coefficients 7o(F) par : 

- Pour tout simplexe F, 7o(^)_p := V g f. 

- Pour toute paire F' C F, rp, est l'inclusion V g f C V g f' dont l'existence est assurée par l'inclusion 
Gp t c G~p. 

Bien sûr, l'action de G sur V induit une structure G-équivariante sur 70 (V). 

Le point clef de la preuve du théorème 19.1.11 est la proposition suivante qui sera prouvée dans la 
prochaine section : 

Proposition 9.2.7 Pour ^ i ^ d — 1, il existe un isomorphisme de systèmes de coefficients G- 
équivariants en AWk -modules 

(F^i/ c d - 1 + î ([/^,A))^7o( 7 r { A 1 ,., l} (-*)). 

De plus, pour p ^ {d — 1, • • • , 2d — 2}, on a Hf!(U F a , A) = pour toute F. 

A partir de là, la preuve de !9.1.1l est facile : on sait par jSBJ Thm 6.8] que les complexes C° r (BT, 7o(tTj )) 
sont des résolutions des représentations tïj . La suite spectrale 19 . 2 .41 dégénère donc en des isomorphismes 

e;° H*(n ca 7 A) 

avec = nfi q {—i) si * = d — 1 + i pour ^ i ^ d — let E^ — sinon. 



9.3 Arrangements 

Nous commençons par quelques préliminaires simpliciaux et homologiques. 

9.3.1 Ensembles partiellement ordonnés : Soit (X, ^) un ensemble muni d'un ordre partiel. On peut 
lui associer une catégorie notée encore X dont les objets sont les éléments de X et les ensembles de 
morphismes sont singletons ou vides selon que X ^ X' ou non, avec une loi de composition évidente. On 
appelle système de coefficients sur X à valeurs dans une catégorie abélienne C tout foncteur X — > C. 

Supposons que X admet un plus petit élément Z et notons X^ ^ := X \ {Z}. On peut associer à X 
l'ensemble simplicial dont les sommets sont les éléments de X^ ^ et les rt-simplexes sont les sous-ensembles 
totalement ordonnés h n + 1 éléments de X^ ^. Pour un tel simplexe S on pose X$ := max(£) l'élément 
maximal de S. On notera aussi %> n > l'ensemble de ces n-simplexes. Un système de coefficients V : I n Vx 
sur X induit un système de coefficients sur l'ensemble simplicial associé à X en posant : 

- V s := V Xs et 

- pour tout S C S', la flèche t| : Vs — ► Vs< est donnée par la flèche associée par V à X$ < X$'. 
Soient S C S' deux simplexes tels que \S'\ = \S\ + 1. On définit un signe e S:S ' := (-l) ran &s( x ') où 

S' = SU {X'} et rang s (A') = \{X e5,I^ A'}|. À un système de coefficients V sur X on associe alors 
le complexe de cochaînes suivant : 



gk + l 

v s — ► 



(C*(X,V),cT): V Z ^U V S V S 

e(o; 

où la différentielle est définie par d° = J2xex(°> L z e * 



d k+1 = E <*,S>4] POurfc^O. 
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9.3.2 Arrangements : Soit Z un if-espace analytique compact. On appellera arrangement dans Z 
tout ensemble fini X de sous-espaces analytiques compacts stable par intersection et contenant Z. En 
particulier X est un ensemble partiellement ordonné pour la contenance (c'est à dire X ^ X' si et 
seulement si X D X') muni d'un plus petit élément, Z. On note d% la dimension (le. son cardinal moins 
1) d'un simplexe maximal. 

On s'intéresse à la cohomologie de l'ouvert complémentaire U(X) := Z \ {J XeX («) ^- Notons ju : 
U (X) °-> Z et ix : 1 ^ 2,1 e ï les inclusions canoniques. Comme dans la section précédente, on 
dispose de systèmes de coefficients 
(X G X) ^ HP(X ca ,A) et 

- (X' C A) ^ : (HP(X ca ,A) — » HP(X' ca ,A), la flèche étant induite par l'inclusion X 1 ^ X. 
On supposera pour simplifier que les espaces compacts Z et X G X sont "quasi- algébriques" (Le. satis- 
font les hypothèses de Cor 5.6]). On sait alors que dans le cas où A est A-adique, on a simplement 
HP(X ca ,A) — limH p (X ca ,A/X n ) et les flèches de transition ci-dessus se déduisent des flèches naturelles 

en cohomologie (sans supports) de torsion. 

Proposition 9.3.3 II existe une suite spectrale Wk -équivariante 

E pq (X) =C q (X,X ^ H'P(X ca ,A)) => H'P +q (U(X) ca ,A) 
dont la différentielle est celle du complexe de cochaînes du système de coefficients X i— > HP(X ca ,A). 

Preuve : Encore une fois, ceci est complètement standard dans le cas de torsion. Par prudence, nous 
expliquons les arguments dans le cas A-adique. 

Comme dans la section précédente, tout faisceau abélien T sur Z définit un système de coefficients T 
sur X à valeurs dans T(Z, Z) en posant 

- T x ■= ix,* ° ix(F)- 

- la flèche i x pour X ^ X' est donnée par l'inclusion X' <—> X. 

Le complexe C*(X, T) s'augmente alors du terme ju\ju(3~). On obtient ainsi un complexe 

C*(X,J)+: j^JKF)^?^ i Xs ,,i* Xs (F) -^-..^ i Xs ,J* Xs (F) 
Lemme 9.3.4 Le complexe C*(X, T) + ci-dessus est exact. 

Preuve : On le montre sur les fibres en remarquant que si a; G Z, le sous ensemble simplicial X x := {X G 
X, X G X} est contractile car le sous-ensemble ordonné sous-jacent possède un élément maximal, cf |51|. 
□ 

Choisissons maintenant pour tout n G N x une résolution J* du faisceau constant A/ A™ par des 
faisceaux injectifs dans T(Z,A/\ n ). Posons alors 1* := © 0<i <„ J£ et 7r n : X* — > ^n-i ^ a projection sur 
les (n — l)-premières composantes. On construit ainsi une résolution injective du A,-faisceau (A/A™)„ sur 
Z telle que pour tout A G X et tout p G N, 

i) ix,*i*x@n)n est un objet limo T(Z ca 7 — )-acyclique. 

ii) H p (lun o T(Z ca , i X< *i* x X*)) = H p (X ca , A). 
En effet, on a des suites exactes 

^lim^-^X-,^^)) - R q (lmaT(Z ca ,-))(i Xt J x (X*)) -» limH q (X ca ,i x (X*)), 

qui entraînent le point i) puisque pour tous p, n et q > 0, on a H q (X ca , i x (JP)) = et pour tout p G N, le 
système projectif (T(X ca , i* x iXP))) n est à transitions surjectives, donc lim-acyclique. Ce point i) implique 

la première égalité ci-dessous 

\mioY{Z ca ,i x ^ x X* n ) = i?(limor(Z CQ ,-))( îx ,*(A/A")) 
~ R(T(Z ca ,-)o\un)(i x ^A x ) n ) 

~ R(T(Z ca , -) o i x> , (iîlim((A/A")„)) 
~ R(T(X ca ,-)oRlun((A/X n ) n ) 
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d' où le point ii). 

Ainsi, en appliquant le foncteur lim o T(Z ca ,— ) au bicomplexe C#(X, (Z n )„), on obtient un quasi- 
isomorphisme de complexes 

RY c {Z c \{ 3u ,(A/\ n )) n )^s(c* (x,X^\\moT{X ca xS)) ■ 

En filtrant le bicomplexe par l'indice *, et par exactitude du foncteur "complexe de cochâmes", on obtient 
donc une suite spectrale 

E™ =C«(X,X -> HP(X ca ,A)) H'P +q {Z ca , iu\(K/ \ n ) n ) 

dont la différentielle est celle du complexe de cochaînes du système de coefficients X i— > HP(X ca ,A). 
Il nous reste à montrer que l'application canonique 

RT c (U(X) ca , (A/X n )n) — RT c (Z ca , (j m (A/X n )) n ) 

est un quasi-isomorphisme. Ceci n'est pas vrai pour un ouvert quelconque (par exemple pour U = fi), 
mais l'est dans notre cas, car U(X) est distingué. En effet par [2S1 4.1.9] et p9 4.1.12], on a pour tout q 

R q T c (Z ca , m (A/X n ))) HmflKZ™, jm(A/X n )) 

et le terme de droite est aussi isomorphe à H q (U(X) ca , A), toujours car U(X) est distingué et par les 
mêmes références. 

□ 

9.3.5 Morphismes d'arrangements : Supposons maintenant donné un second arrangement X' . Par 
définition un morphisme d'arrangements X — > X' est un couple (/,</>) où 
/G Aut(Z) est un automorphisme analytique de Z et 

- 4> une application strictement croissante X — > X' telle que pour tout A G X, on ait 0(A) D /(A). 
Nous dirons aussi parfois que " <fi est un morphisme d'arrangements au-dessus de /" . Notons que sur les 
ouverts complémentaires, on a U(X') Ç f(U(X)). 

L'application induit aussi un morphisme d'ensembles simpliciaux qui permet de construire des 
morphismes de complexes de cochaînes pour des systèmes de coefficients adéquates. Par exemple, pour 
tout faisceau abélien T on définit un morphismes de complexes augmentés C*(f,<f>) : f*C*(X', T) + — ► 
C*(X, f*f) + par adjonction du morphisme suivant 

A/r. ./, :/•>•: Uf*F ©Sg3E<*) /*** S ,**x s (/*^) • • ■ 

3u'\3u> {?) ' >" ®sex'w *^s,**x s (F) - 

où la flèche de gauche est induite par l'inclusion U' <-> f(U) et 

ck W= E M 
s>ex>m se0-!(s') 

avec is'S '■ ix s ,*i*x s {F) — ► f«ix s ,,*i*x ,{f*3~) le morphisme induit par l'inclusion f(Xs) Xs>- 
De même, pour tout p on a un morphisme 

£*(/,<£) : C* (X' , X' ^ HP(X' , A)) ^ C* {X, X ^ HP(X, A)) 

Nous laisserons le lecteur se convaincre de 

Proposition 9.3.6 Tout morphisme d'arrangements X » X' induit un morphisme de suites spectrales 
(EP q ){X')p y q yr — > (E'P q )(X)p t q tr donné par le morphisme C*(f, 4>) ci-dessus sur les termes Ef*(X) et com- 

f- 1 

patible sur l'aboutissement au morphisme HP +q (U(X') ca , A) — — > HP +q (U(X) ca 1 A) induit par l'inclusion 
U(X')^ f(U(X)). 

Les arrangements de Z munis des morphismes que l'on vient de définir forment une catégorie Arr(Z). 
Le groupe des automorphismes analytiques Aut(Z) agit strictement sur cette catégorie. 
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9.3.7 Fonctions associées à un sommet : Après ces préliminaires simpliciaux, revenons au demi-plan. 
Notre but est d'exhiber pour chaque facette F de l'immeuble un arrangement convenable Xf dans P(V) 
tel que U F = ¥(V) \ U Xex( o ) X. 

Soit s G BT un sommet de l'immeuble. Choisissons un Oif-réseau générateur V* C V* tel que la 
norme 

|.| v . : V* -> R+ 

/ i — t ma,x{\x\ K ,x & K* t.q. x^ 1 f £ V*} 

représente le sommet s. Posons alors xy* := sup^ gV * |/(x)| pour tout x G A(V). Alors on vérifie facilement 
que la fonction 

[.,.].: (V*\{0})x(A(V)\{0}) -> R+ 

(/ ja; ) [ — > l/WI 
w ' 7 x v *l/lv* 

ne dépend que de s (et pas du choix du réseau V*), et se descend en une fonction 

[.,.]„ : P(V*)x¥(V)^R+. 
Lemme 9.3.8 On a r _1 (s*) = P(V), V/ G P(V*), [/, x] s > g" 1 }- 

Preuve : (Indications.) Si a; G P(V), on a t(x) G s* si et seulement si il existe k G N et des sommets 
voisins de s et deux-à-deux voisins et distincts s%, ■ ■ ■ tels que r(x) soit dans l'enveloppe convexe stricte 
(la facette) des points s, Si,---,s/.. En écrivant les normes des Sj en coordonnées, on constatera sans 
difficultés que l'inégalité de l'énoncé est vérifiée. 

Réciproquement, étant donné x satisfaisant l'inégalité de l'énoncé, on récupère les s$ par l'égalité 

{s, si, Sf.} = {sommets t tels que V/ G P(V*), [f, x] t > q^ 1 }- 

□ 



9.3.9 Immeuble de Tits : Notons X^ l'ensemble de tous les sous-X-espaces vectoriels de V* propres 
(i.e. non nuls et différents de V*) et X := X^ ^ U {0}. Ces ensembles sont partiellement ordonnés par 
l'inclusion et le complexe simplicial associé à X^ ) est bien connu : il s'agit de l'immeuble de Tits de 
PGL(V*). Il a été muni dans [SH| d'une topologie "pro-sphérique" pour laquelle l'action naturelle de 
PGL{V*) est continue. Pour W G X on définit 

W 1 - := {x G P(y), V/ G W, |/(x)| = 0}. 

C'est un sous-espace if-analytique projectif de P(V) et c'est P(V) tout entier si W = 0. Pour un sommet 
s, on définit aussi 

H S (W) := {x G P(n V/ G W, [f,x] s < g' 1 } 

Si W = c'est encore P(V) et si W ^ 0, c'est un domaine analytique compact (au sens de Berkovich) 
auquel on peut penser comme à un certain "voisinage tubulaire" de W- 1 . Nous voulons aussi attacher à une 
facette F des voisinages tubulaires TLf{W) de W 1 -. Pour cela, rappelons qu'une telle facette correspond 
à une suite infinie 

(•••cv*c v; +1 c---) i€Z 

de O-réseaux dans V* telle que pour tout i € Z, V* = rojîV* +?+ i où q est la dimension de F. Par ailleurs, 
un élément x G P(V) est représenté par une semi-norme multiplicative x sur ^(V*). Notons k(x) le corps 
des fractions de l'anneau quotient de S(V*) par l'idéal {/ G S(V*), |/(x)| = 0}. Ce corps est muni d'une 
norme résiduelle et on a une factorisation : 

x: S(V*)-^k{x) 'H' R + 
dont nous noterons encore x la flèche de gauche. Nous posons alors 
(9.3.10) H F (W):={xeF(V), Vi G Z, x(W D V* +1 ) Ç x(V*)}, 
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le choix de x au-dessus de x étant clairement indifférent. Lorsque F = s = (■ ■ ■ vo K l V* C tzj k 1 x V* C • • •) 
est un sommet, la définition coïncide avec la précédente en vertu des équivalences 

\/i g z, x(w n v* +1 ) c x(y*) & x(w nv*) cw K x(v*) 

«■ V/eWt.q.l/lv-i.j/WKfV 

Par ailleurs, il est clair que si F' C F, alors pour tout W, on a Wir/(W) C Hf(W). 

Proposition 9.3.11 Notons Xf l'ensemble de tous les fermés 7ip(W) obtenus pour W parcourant X. 

i) Pour toute facette F, Xf est un arrangement dans ¥(V) dont l'ouvert complémentaire est Uf = 
r- x (F*). 

ii) L'application W i— » Hp(W) est strictement croissante et induit pour tout k une bijection : 

X^/G+^XP. 

En particulier lorsque F' C F, on obtient une application croissante Xf — ► Xf' qui est un mor- 
phisme d'arrangement au-dessus de l'identité (ci \9.8.5}) . 

iii) Pour tout g G PGL(V) et toute facette F, l'application W i— * g*(W) induit un isomorphisme 
d'arrangements Xf — » X 9 f au dessus de g. 

iv) Pour toute facette F et tout W G X+, l'application canonique 
est un isomorphisme pour tout q ^ 0. 

Preuve : Soit F une facette représentée par la suite de réseaux (• ■ • C V* C V* +1 C • • ') ieZ - De la définition 
19.3.101 on déduit que pour W, W G X (0) , on a 

H F (W) = H F {W) si et seulement si Vi G Z, W H V* + V*_ x = W n V* + V*_ v 

Ceci a deux conséquences : 

i) Si F' C F, on a H F >(W) = H F >(W) =*> H F {W) = H F (W), ou, en d'autres termes, l'application 
W h-> TLf{W) se factorise par l'application W i-> Hf'(W). 

ii) D'après l'égalité G% = {g G G, Vi G Z, gV* Ç V* et ^v;/^ = Id l> l'application W ^ Kf(W) 
se factorise par X — > X/Gp~ — > Xf- En particulier, Xf est fini. 

Pour W, W G X' ' , on veut maintenant trouver W" tel que 

H F (W) n H F (W) = H F (W"). 
Pour cela, le sous-espace W" C F* doit vérifier 

Vi g z, w" n v* + v*_ x = w n v* + W n v* + V*_ x . 

Il suffit bien-sûr que l'égalité ci-dessus soit vérifiée pour i G {0, • • • , q + 1} où q est la dimension de i 7 ". 
Plus généralement, on a : 

Lemme 9.3.12 Dans le contexte ci-dessus, soit (Wj)j = o,...,g+i une famille de s ous-k- espaces vectoriels 
respectifs des espaces Vi := V* /V*_ 1 . Alors il existe un sous-espace W C V* tel que pour tout i, l'image 
de W H V* dans V % soit Wï. 

La preuve de ce lemme se ramène à un simple exercice d'algèbre linéaire sur le fc-espace vectoriel m~ x Vq /Vq 
que nous laissons au lecteur... Moyennant quoi, l'ensemble Xf est bien un arrangement au sens de 19.3.21 
Dans le cas où F = s est un sommet, la première définition que nous avons donnée de 7i s (W) et 
le lemme 19.3.81 montrent que l'ouvert complémentaire de X s est bien U s — r _1 (s*). Pour une facette 
générale, on a t^ 1 (F*) — f] seF t _1 (s*) et les inclusions H S (W) G Hf(W) pour chaque sommet s G F 
montrent que l'ouvert complémentaire de Xf est inclus dans t^ 1 (F*). Pour montrer l'autre inclusion, 
c'est un peu plus délicat; fixons W G X^ ^ et convenons de noter Wi l'image de W H V* dans Vi- En 
appliquant le lemme précédent, on trouve des sous-espaces Wi C V* tels que : 

VjGZ, l'image de W t V* dans V* /V*_, = { Wj n *\ J -Z % - m °î 9 

3 3 3 1 [ si j i mod q 
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On vérifie alors sur les définitions que Hf(W) — f] i=0 ... q+x HF^Wi) et <l ue d'autre part, si Sj désigne le 
sommet de F représenté par le réseau V* , alors 

n F (w i ) = n Si _ 1 (w i ). 

Il s'ensuit que Hf(W) est inclus dans le complémentaire de r _1 (F*), et on obtient ainsi la deuxième inclu- 
sion cherchée. Enfin, la discussion précédente montre aussi que les Hf(W) sont des domaines analytiques 
compacts de P(V) (puisqu'on le sait pour les Ti Si _ 1 (Wi)) et la preuve du i) est maintenant achevée. 

Passons à ii) : la croissance de W i— ► Hp(W) est claire (rappelons que X est ordonné par inclusion et Xf 
par contenance !). Pour voir la stricte croissance, il suffit de remarquer que dimxiW) — 2<=o ( ^ m k{Wi) e ^ 
de rappeler que Hf(W) — Hf{W') si et seulement si Wi = W- pour tout i G Z. On a déjà remarqué que 

la surjection X^ — ► Xp se factorise par X^ — ► X^ /G F . Le fait que l'application X^/Gp — > Xp^ 
est une bijection a été montré par Schneider-Stuhler |56l Corollary 6.5.]. 

Le point iii) est une conséquence évidente des définitions. 

Pour la preuve de iv), on s'inspire de l'idée de |56l Prop 1.6] : traduite dans nos notations, elle consiste 
à exhiber une rétraction p : TLf{W) — ► W 1 - de l'immersion i : W 1 - Hp(W) dont les fibres sont des 
polydisques affinoïdes. En effet, lorsqu'on a une telle rétraction et lorsque A est de torsion (première à p), 
on considère les morphismes canoniques d'adjonction 

A can gjc i can j-. . . * * A A 
IV J- ► Hp*p A w ± > Rp*i*i p A w ± ~ A w ±. 

L'isomorphisme de droite vient de l'égalité p o i = Idyy± et la composée de ces deux morphismes est 
l'identité du faisceau A w ±. D'autre part, d'après Berkovich 3, 7.4.2] et notre hypothèse sur les fibres de 
p, la première flèche est un isomorphisme. La deuxième est donc aussi un isomorphisme et en appliquant 
le foncteur i?r(W /_L , .) à cette deuxième flèche on obtient le résultat voulu, à savoir que l'application 
canonique de restriction RT(H.F{W) ca , A) — > i?r(ll^- L , A) est un isomorphisme. Ceci règle le cas de 
torsion. Comme les espaces ?Ïf(W) et W 1 - sont compacts et quasi-algébriques, on déduit le cas A-adique 
par passage à la limite grâce aux isomorphismes H q (X ca , A) — > lim H q {X ca , A/A") valable pour de tels 
espaces. 

Pour construire l'application p, on choisit des supplémentaires Yi de Wi dans Vi pour i = 0, • ■ ■ , q + 1 
(avec les notations déjà introduites plus haut) et on applique le lemme précédent pour trouver un sous- 
espace Y C V* tel que pour tout i = 0, - ■ ■ ,q + 1, l'image de Y n V* dans V% soit Yi. On remarque que 
Y 1 - n W 1 - = et dim(F- L ) + dim(W^) = d - 2, de sorte que l'on peut définir p : P(V) \ Y 1 - — > W 1 - la 
projection linéaire sur W 1 - de centre Y . On a 

Y x nH F (W) = {x G ¥(V), x(Y) = et Vi G Z, x(W n V*) Ç x(V*_-l)} 
ç {xe P(y), Mi G Z, x(V*) C xÇV*^)} 

= 0, 

la dernière égalité venant de la non- nullité de x associé à x G P(V). Donc p est bien définie sur Hf(W) 
et il est clair que c'est une rétraction de l'inclusion i : W x Hf{W). 

On veut maintenant étudier les fibres de p et de p\n F (w) ■ Pour cela on fixe un élément x de W x C P(V). 
On note k(x) la complétion du corps résiduel k(x) en x ; la fibre de p au-dessus de x est naturellement 
munie d'une structure de K(a;)-espace analytique affine. Pour expliciter cette structure, notons V x :— 
V ®k k(x) et f{V x ) le ^(a;)-espace projectif associé. Notons aussi V* = Y x © W x la décomposition de 
V* := V* ®kk{x) obtenue de la décomposition V* = Y (B W par extension des scalaires de K à k{x). On 
notera aussi Y x = {z G P{V X ), V/ G Y x , \f(z)\ = 0} le sous-espace projectif "othogonal" associé à Y x ; 
on a évidemment Yj~ ~ F 1 ®*:^!). Posons alors 

Y(x) = {f eY x ,\f(x)\=0}ÇY x cV.; 

(On voit ici a; comme un point de l'espace V(V X )). La fibre de p en ï munie de sa structure de /î(x)-espace 
analytique est 

p-\x)^Y(x) ± \Y x CF(V X ). 
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C'est un espace affine dont l'algèbre de fonctions analytiques est la localisation de l'algèbre graduée 
S(V* /Y{x)) par un générateur, disons f x , de Y x /Y(x). Ainsi l'application 

a: S(W X ) -+ S(V x */Y(x)) fx 
f - ff* 1 

induit un isomorphisme d'espaces K(x)-affines 

a* : p-\x) A(W X ). 

On veut maintenant calculer la fibre de p\n F (w) en x : c'est-à-dire l'image par F isomorphisme a* de 
l'intersection p^ 1 (x) n Hf(W). 

La suite strictement croissante de O^-réseaux (V*)»ez dans le if -espace V* représentant la facette 
F induit par extension des scalaires puis passage au quotient une suite croissante de réseaux (X*) ie z de 
Cît(a;)-réseaux dans le /î(x)-espace V*/Y(x). Identifions W x avec son image dans V*/Y(x) ; notre choix 
du JT-espace Y nous assure que 

v î e z, a;* = (** n vk k ) © (** n (Y x /Y{x))). 

Remarquons qu'il existe un unique i G Z tel que e Af*n(y c /y(a;))\A^ 1 n(y c /Y'(a;)). Nous supposerons, 
quitte à effectuer un décalage dans la numérotation des réseaux initiaux V*, que i = — q — 1. Ceci permet 
d'écrire pour i = 1, • • • , q + 1 : 

xi i = {w x r\x*_ i )@o 1i(x) .f x 

et pour i = 0, 

Maintenant, nous pouvons choisir une (^(^-décomposition 

W x nX* =£° S)---® £ q 
avec éventuellement C l = pour certains i mais telle que 

W X C\X*_ 1 = zu K C° (SC 1 •••©£« 

w.nr, = ^«•■■®n. Jf /; rl ffi/;' 

Pour un sous-0£(a;) -module X de type fini de V*/Y(x) et un élément y G vu comme une norme 

sur l'algèbre S(V* /Y(x)), notons 

y(X) := sup|/(y)|. 
Alors la condition pour que y € Hf(W) s'écrit 

(Vie {0, ■■■,«}, ^nALjXïM 

ou encore 

f sup(y(£°),...,y(^)) < supfe 1 ^ ), y^ 1 ) • • • , y(C% \f x (y)\) 

supfeVO, • • • , y{C)) < sMQKVi&UÏvV 1 ), V{C 2 ), - ■ ,\f x (y)\) 

< 

. ni ï >(qï 1 y(C ),---,qK 1 y(£ 9 - 1 )M£ 9 )) < supfe 1 ^ ), • • • , fe 1 ^ 9 ). 
Nous allons montrer que ce système d'inégalités est équivalent à la seule inégalité 
(9.3.13) sup(y(£°),...,y(^)) < \f x (y)\. 
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Tout d'abord, il est clair que si 19.3.131 est vérifiée alors le système d'inégalités ci-dessus l'est aussi. 
Réciproquement, supposons le système d'inégalités vérifié et notons k G {0, • • • , q} le plus grand in- 
dice tel que y(C k ) = sup i=0 ... q {y{L 1 )). Alors la k + 1-ième ligne du système nous dit que y{C k ) < 
sup(q] ( 1 y(C ), - ■ ■ ,q] ( 1 y(C k ),y(C k+1 ), - ■ ■ ,y(C q ),\f x (y)\). Mais le choix de k entraine alors que y(C k ) < 

\U(y)\. 

On en déduit que Pisomorpbisme a* envoie p~ 1 {x) n TLf{W) sur le polydisque Dx de A(W X ) défini 

par 

D Xo := {z G A(W X ), sup \f(z)\ < 1}. 

□ 



9.3.14 Le système de suites spectrales ¥. pq : D'après la proposition précédente, on a construit un système 
de coefficients F i— > Xf, G-équivariant sur BT en arrangements (i.e à valeurs dans la catégorie Arr(P(V)) 
définie en 19.3.5} . Par fonctorialité, on en déduit plusieurs autres systèmes de coefficients G-équivariants 
comme 

- un système en suites spectrales : F i— > E p<1 (Xf) dont le Ei est donné par 

- des systèmes en complexes de Alix-modules E^* : F h- > C*(X_f, A t— » H p (X ca 1 A)), et le système 
des aboutissements est un gradué 

- des systèmes F i-> H p+q (U F a , A) . 

Précisons seulement que pour construire le système en suites spectrales, il faut choisir les résolutions 
{Jn)n de la preuve de 19.3.31 de manière G-équivariante, i.e. dans .F(P(V), AGdisc)- 
Introduisons maintenant le sous-ensemble 

X(p) := {W e X, H P (W ± ,A) £ 0}. 

C'est un sous-ensemble partiellement ordonné plein de X qui est non- vide seulement si p est pair et 
^ 2d — 2. Dans ce cas, l'ensemble simplicial associé est profini de dimension d — 1 — p/2, et a été étudié 
par Schneider et Stuhler [23 prop 3.6.,proof]. Le dictionnaire avec leurs notations est le suivant : X(p)( fc ) 
s'écrirait avec leurs notations NTjf 1 p ^ 2 \ Nous renvoyons à loc. cit, notamment avant leur lemme 3.3., 
pour la définition précise de la topologie sur X(p) (fc) et nous noterons C co (X(p)^ k \ A) le A- module des 
fonctions localement constantes X(p)^ — > A. Suivant Schneider et Stuhler, on associe à X(p) le complexe 
de cochaînes continues (C*(X(p),A),d*) suivant : 

A G°°(X(p) (0) , A) • • • C°°(X{p) {k \ A) ^ • • • ad X P/2 G 00 (X(p) ((i - 1 - p/2) , A) 

où la différentielle est définie comme la somme alternée des applications de dégénéréscence (version con- 
tinue de !9.3.1|) . Ce complexe est naturellement un complexe de AG-modules lisses admissibles. 

Proposition 9.3.15 II existe pour toutp G N pair et 2d— 2 un isomorphisme de systèmes de coefficients 
G-équivariants en complexes de AWk -modules : 



E 



■ï* -^(f^c*(x(p),a) g H-p/ï)) 



Pour p impair, E^* = 0. 

Preuve : Commençons par souligner les conséquences suivantes du point iv) de la proposition 19 . 3 . ÏT1 : 
i) La cohomologie de TLf{W) est donnée par 



HP(H F (W) ca ,A) 



A(-p/2) si p < 2c(W) est pair. 
sinon 



où c( W) désigne la codimension du sous-espace W de V * . 
ii) Pour toute facette F et tous W, W tels que Hf(W) C Hf(W), l'application 

H p (H F (W) ca ,A) — > H p (H.F(W) ca , A) 

est un isomorphisme pour tout p ^ 2c(W). 
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iii) Pour tout W £ et toutes facettes F' C F, l'application canonique 

H p (H F (W) ca ,A) — ► H p (H F >(W) ca , A) 

est un isomorphisme pour tout p. 
Fixons maintenant F et introduisons le sous-ensemble 

X F (p) = {Xe X F , H p (X ca ,A) ? 0}. 

C'est un sous-ensemble partiellement ordonné de X F tel que X ^ X' £ X F ^ X £ X F (par ii) ci-dessus) 
et qui est non vide seulement si p = 2i est pair et ^ 2d — 2 (par i)). Toujours d'après i) et ii) ci-dessus, 
le système de coefficients X i— » H p (X ca , A) sur X F est supporté par X F (p) et y est constant. On a donc 
une identité de complexes de cochaînes 

C*(X F ( P ),A)(-p/2) ^C*(X F ,X ^ H p (X ca , A)) 

où A dans le terme de gauche désigne le système de coefficients sur X F (p) constant X i— > A. 

De plus, par iii) l'application X F > — ► X F pour F' C F envoie X F >(p) dans X F (p) et pour tout g £ G, 
%g(F)(p) — 9{%f(p))- En résumé, le terme Ei est donné en tant que système de coefficients G-équivariant 
en AWOf-modules par 

Ef = (F~C*(£ F (p),A)(-p/2)). 

Il résulte maintenant de 19.3.111 ii) que pour tout k ^ et toute facette F, l'application canonique 
X — ► X F induit une bijection X(p)^/G F — ► X F (p)^ k \ De cette bijection on tire un isomorphisme de 
complexes de A-modules : 

C*(X F (p) 7 A)^C*(X(p) 7 A) G+ r- 

Par construction les isomorphismes ainsi obtenus sont compatibles à l'action de G et aux inclusions de 
facettes : ce sont des isomorphismes de systèmes de coefficients G-équivariants sur BT à valeurs dans les 
complexes de A-modules. On a donc terminé la preuve. 

□ 

Corollaire 9.3.16 Le terme E2 du système de suites spectrales \9. 3. lJ\ est donné par 

E pq _ f 7o(îrf lj ... ) j,/ 2 })(-p/ 2 ) sip^2d-2 est pair et q = d - 1 - p/2 
~ \ sinon 

Preuve : D'après Schneider et Stuhler j^El lemma 4.1], la cohomologie du complexe C*(X(p),A) est 
concentrée en degré d — 1 — p/2 et est isomorphe à Trj^ p /2}(~ P/ 2 )- 

□ 

9.3.17 Fin de la preuve de la proposition \9.2.1\ : D'après le corollaire précédent, le système de suites 
spectrales (ou si l'on préfère, la suite spectrale en systèmes de coefficients) E, pq dégénère en E2 et fournit 
des isomorphismes 

E^' d - 1_i -^(Fh H d ~ 1+i (U F a ,A)) . 

10 Appendice 2 

10.1 Critères de scindage d'un complexe 

Le but de cette section est de donner des critères de scindage d'un complexe cohomologiquement 
borné d'une catégorie dérivée. Ces critères sont très simples et certainement bien connus des spécialistes 
- comme l'a signalé G. Laumon à l'auteur, on trouve déjà dans Deligne [221 un énoncé semblable à llO.1.41 
ci-dessous, mais un un peu trop différent pour être cité tel quel. Le cadre naturel, un peu plus général, 
est celui des catégories triangulées. 
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10.1.1 Soit T> une catégorie triangulée munie d'une i-structure (Z>^° ,T>^°) non-dégénérée, 1.3.7.]. 
On utilise les notations habituelles : r<^ q et pour les endofoncteurs de troncation et Tl q := T^ q T^ q [q] — 
T ^q T ^q[<l] = T ^o T ^o ° [?] les (endo)foncteurs cohomologiques. On note aussi T> + , resp. T>~ et V h les sous- 
catégories triangulées formées des objets X tels que Tt q (X) = pour q « 0, resp. q » 0, resp. q « 
ou g » (dans ce dernier cas X est dit "cohomologiquement borné"). 

Nous dirons qu'un objet X est scindable, s'il est cohomologiquement borné et s'il existe un isomor- 
phisme dans T> 

a: I^0H«(I)h]. 

Q 

Un tel isomorphisme sera appelé un scindage s'il induit l'identité en cohomologie, c'est-à-dire si pour tout 
q e Z, on a Ti q (a) = Id-^,^). 

Lemme 10.1.2 Soit X E D~ . Fixons q <G Z et supposons que Homv (H l (X)[k], Ti q (X)^ — pour tout 
couple d'entiers (l, k) tel que l + k = q — 1. Alors l'application 

W : Homv {X,H q (X)[-q}) — > Homv (H q (X),H q (X)) 

est surjective. 

Preuve : Quitte à décaler, on peut supposer que q — 0, ce que nous ferons. L'application en question 
s'inscrit dans un diagramme 

Homv (X,n°{X)) ^^Hom v (H°{X),H°(X)) 

T <io 

Homv ( Tsi o{X),n (X)) 

où la flèche notée r^o est bijective et la flèche notée r<jo est la composition avec le morphisme canonique 
t^o(X) — > X. Ainsi, l'application de l'énoncé est surjective si et seulement si pour tout morphisme 
7 : t^q(X) — > TiP(X), on peut compléter le diagramme suivant 

r >0 (X)[-l]^r <0 (I)^>I^ . 

7 

n°(x) 

Une condition nécessaire est bien-sûr que 70 —1 = 0, et l'axiome de l'octaèdre montre que cette condition 
est suffisante. Nous allons en fait montrer par récurrence sur l'entier n G Z tel que X £ D^ n que 
l'hypothèse de l'énoncé (c'est-à-dire : Homv (H l (X)[k],H°(X)) = pour tout couple d'entiers (l,k) tel 
que l + k = — 1) implique 

Hom v {t >0 (X)[-1},H°(X)) = 0, 

ce qui sera suffisant pour prouver le lemme. 

Remarquons que si n ^ 0, on a t > q(X) = et la propriété cherchée est immédiate. Supposons 
donc n > et la propriété montrée pour n — 1. Soit X G V^ n . L'objet r <n (X) est dans î?^™ -1 et 
vérifie l'hypothèse du lemme, on peut donc lui appliquer l'hypothèse de récurrence. Le triangle distingué 
T>oT <n {X) — > T >n (X) — > 7i n (X)[— n] fournit une suite exacte 

Hom v (n n (X)[-l-n],n°(X)) — ► Homv (t >0 (X)[-1},H°(X)) 

— Homv (T >Q T <n (X)[-llH Q (X)) . 

Le premier terme est nul par hypothèse, ainsi que le dernier par hypothèse de récurrence (remarquer que 
la flèche canonique Ti°(T <n (X)) — ► Ti°(X) est un isomorphisme), le terme du milieu est donc nul aussi. 
□ 
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Corollaire 10.1.3 Soit X G V cohomologiquement borné. Supposons que 

Hom v (n l {X)[k],H q (X)) =0 
pour tout triplet d'entiers (g, l, k) tel que l + k = q — 1. Alors X est scindable. 

Preuve : D'après le lemme précédent, pour tout geZon peut trouver a q : X — > H q (X)[— q] tel que 
7i q (a q ) = Id-Hg(x)- Le morphisme somme 

induit l'identité en cohomologie et par conséquent est un isomorphisme, car la i-structure est non- 
dégénérée. □ 

Dans le lemme suivant on suppose de plus que D est iî-linéaire pour un anneau commutatif R fixé. 

Lemme 10.1.4 Soit X un objet cohomologiquement borné de V et cj> G End-p (X). On suppose donnée 
une famille de polynômes P q {T) G R[T], q G Z, presque tous égaux à 1, et tels que pour tout geZ, on 
ait P q {H q {4>)) = dans End v {H q (X)). 

i) Posons P(T) :— Y[ qe %Pq(T), alors on a P((f>) = dans End-p (X). 

ii) Supposons de plus que pour tous p ^ q, on a P q R[X] + P. p R[X] = R[X]. Alors il existe un unique 
scindage 

a:X^Q)H q (X)[- q ] 
q 

tel que a^a' 1 = ® q H q {4>){-q]. 

Preuve : Pour le point i) on procède par récurrence sur l'amplitude cohomologique de X en utilisant le 
résultat auxiliaire suivant : 

Soient a G Z et P_(T),P + (T) G R[T] deux polynômes tels que P_(T^ a (<f>)) = dans End v (r^ a (X)) 
et P + (r >a (4>)) = dans End v (r> a (X)). Alors P-P+(4>) = dans End v (X). 

Nous laisserons la récurrence au lecteur, mais nous allons montrer l'assertion ci-dessus. On définit un 
morphisme V- : T >a (X) — > X par le diagramme commutatif suivant : 



T <a {X) X T >a (X) ±î- 



r <o (P_(0))=O 



r <a (X) X "-^ T >a (X) ±L_>. 

L'existence de tp- est assurée par l'axiome de l'ocatèdre appliqué à la composition P_ {<p) o t a = 0. De 
même on définit ip + : X — > T^ a (X) par le diagramme 

T<a (x)^^x^^T >a (x)tL^ . 



r >a (P+(0))=O 
+ 1 



T <a (X) ^ X ^T >a (X) 

On calcule alors (P-P+)(<fi) = P-{4>) ° P+(<l>) = i'- ° Pa° ( a ° V J + — car p a o i a = 0. 

Pour l'existence dans le point ii), on procède encore par récurrence sur l'amplitude cohomologique de 
X en utilisant le résultat auxiliaire suivant : 

En gardant les notations ci-dessus, supposons que P-(X)R[X] + P + (X)R[X] = R[X]. Alors il existe 
un isomorphisme 

a a ■ X — > (X)®T >a (X) 

tel que T^ a (a a ) = ld T ^ X ), T >a (a a ) = Id T>a(X ) et cta^a^ 1 = T^ a (<t>) © T >a {cj>). 
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Nous laissons à nouveau la récurrence au lecteur, mais nous prouvons cette assertion. Pour cela, 
remarquons que quitte à remplacer P_, resp. P+, par un de ses multiples dans iî[X], on peut supposer 
P-{X) + P + (X) = 1. Nous allons montrer que les morphismes 



X 



!/>+ ffi Pa 



T^a(X) © T >a (X) et a : T <a (X) © T >a (X) 



. ffi v>- 



X 



sont inverses l'un de l'autre. On a d'abord (3 a o a a — i>-p a + = P-W + P+{4>) — Par ailleurs 
ota° fia = ifi+ta® PaV'-- Montrons que /Oa^- = Id r>a (x): ^ e raisonnement sera identique et omis pour ip+L a . 



Tout d'abord, puisque r >a (P + (</>)) = 0, on a r >a (P^(4>)) 
le triangle du bas du diagramme suivant est commutatif 



Id 



T>aPO 



Il nous suffira donc de montrer que 



X^^r >a (X) 

4>- 



T >a (P_(0))=Id 



X ^T >a (X) 



sachant que celui du haut l'est, par définition. La commutativité de celui du haut et du carré extérieur 
donnent l'égalité p a ip-p a — T >a(P~(4 1 )) ° Pa dans Pomp (X,T >a (X)). En appliquant le foncteur r >a et 
en tenant compte de ce que T >a {p a ) = Id r>a (x) (en identifiant r >a (r >a (X)) et r >a (X)) et de ce que 
T >a (pa4>-) = Pa^-i on obtient l'égalité cherchée p a ip = r >a (P_ (</>)). 

L'isomorphisme a a ainsi construit vérifie bien r^ a (a Q ) = ld T<a (x) et T >a (a a ) = ld T> /x)- On calcule 
aussi a a (f>Pa = PaW- © t/'+^o- Or, p a H>- = T >a ((^_p ) = T >a X<f>)r >a (P-(4>)) = r> Q (0) et de même on 
calcule 1p + (j>la = T^ a (4>)- 

Il reste à voir l'unicité de a dans le point ii). Soit (3 un second isomorphisme vérifiant les propriétés 
requises par le point ii). L'automorphisme (ioT x de Q)H. q (X)[— q] commute à l'endomorphisme H((j>) := 
©H 9 (</>)[— q]. Soit 5 C Z le support cohomologique de X. Fixons des polynômes (Q q ) q ^s tels que 

Q q G JJ P p .iï[X] et J2Qi = 1 - 

p^tq q£S 

Alors l'endomorphime Q q (H (</))) est nul sur les Tt p (X)[— p], p ^ q et envoie TL q (X)[— q] identiquement 
dans lui-même. Comme l'automorphisme /3a _1 commute aux Q q (H (</))), il est de la forme © g 7 g [<?] avec 
7 9 G End-p {TL q {X)) . Mais comme il doit aussi induire l'identité en cohomologie on a 7 Ç = Id^^x) et par 
suite (ioT 1 = Id. 

□ 

Remarque La preuve du point i) montre plus précisément que si on se donne une famille d'endo- 
morphismes (4> q ) qe z, de X, presque tous égaux à Idx et tels que pour tout q € Z, TL q {<j) q ) = 0, alors la 
composée 

• • • o 4> q _ 1 o 4> q o 4> q+1 o • • • £ Ench (X) 
est nulle. (Mais pas nécessairement celle dans l'autre sens!) 



10.2 Décomposition "par le niveau" de Mod^{G) 

Soit G = G(F) le groupe des points rationnels d'un groupe algébrique réductif G défini sur un 
corps local non-archimédien F de caractéristique résiduelle p. Le but de cette section est d'étendre à la 
catégorie Mod z rii(G) des représentations lisses de G à coefficients dans T,\-\ la décomposition "par le 
niveau" , implicite dans les travaux de Moy et Prasad en caractéristique zéro, et étendue au cas d'un corps 
de coefficients de caractéristique positive ^ p par Vignéras dans [SSJ II. 5]. 

Cette décomposition intervient à plusieurs endroits du texte principal (|6.4.15l ct l3.2.12|l par son corol- 
laire suivant : si (tt, V) est une Z [^-représentation lisse, alors le complexe de chaînes du système de 
coefficients sur l'immeuble de Bruhat-Tits associé par Schneider-Stuhler (cf jSS], |S3]) à (tt, V) est acy- 
clique. Lorsque G = GL(n), on a des résultats un peu plus précis qui permettent notamment de prouver 
le fait EU 
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Les arguments reposent in fine sur les constructions de Moy et Prasad dans [U| . Celles-ci fonctionnent 
bien sous des hypothèses de ramification modérée pour G. Nous n'avons besoin dans ce texte que du cas 
G déployé, donc ces hypothèses sont satisfaites. 

10.2.1 Décomposition de catégories abéliennes : Nous rappelons ici un peu (Tabstract nonsense. Soit 
C une catégorie abélienne (avec limites inductives exactes). Pour une famille (Q n )neN d'objets de C on 
considère les propriétés suivantes : 

- (PROJ) Chaque Q n est projectif et de type fini ("compact"). 

- (DISJ) Si n 7^ m, alors Home {Qn, Qm) = 0. 

- (GEN) Pour tout objet V de C, on a Home (0„ Q n , V) ^ 0. 
Par ailleurs, pour tout objet V de C, posons 

V n := im<j}<Z V, 

4>eHom G (Q n ,v) 

un sous-objet de V. Les propriétés (PROJ) et (GEN) impliquent que V = J^n ^n- La propriété (DISJ), 
toujours avec (PROJ), assure que la somme est directe, i.e. V — @ n V n . On peut paraphraser cela en 
introduisant la sous-catégorie pleine C n de C formée des objets vérifiant Home {Qm,V) — pour tout 
m =/= n. On obtient cn effet une décomposition de C en une somme directe de sous-catégories "facteurs 
directs" C~® n C„. 

Plus généralement, pour I C N, notons Ci la sous-catégorie pleine de C formée des objets vérifiant 
Home {Q m , V) =0 pour m ^ I. Alors Ci est une sous-catégorie "facteur direct" de C et si Pi est un objet 
projectif et générateur de Ci {i.e. Home (Pj, V) ^ pour tout objet V de C/), alors le foncteur 

C -> Mod{End c (P/)) 
V i-> Home {Pi, V) 

induit une équivalence de catégories entre Ci et la catégorie Mod{Endc (Pi)) de tous les modules à droite 
sur l'anneau Endc {Pi). Une équivalence inverse est donnée par : 

Mod{Endc (Pi)) -> C 

M \ ► M® Endc[Pi) Pi ' 

le produit tensoriel étant défini comme un conoyau à partir d'une présentation du Endc (Pr)-module M. 

10.2.2 Types non raffinés de Moy-Prasad et décomposition de Mod z rii(G) : Soit X := T(G,F) l'im- 
meuble de Bruhat-Tits associé à G. Pour x G I, on notera G x son fixateur dans G. 

Moy et Prasad ont défini (0BJ, 07j et IL5]), une certaine filtration décroissante de G x par des 
pro-p-sous-groupes ouverts G x ^ ri r G K. + . Les sauts de cette filtration sont discrets et on a des relations de 
commutateurs {G x ^ r , G XjS ) C G Xjr + s . Si l'on convient de noter G x r + := |J s>r G x , s , alors G x + est le pro- 
p-radical de G x , et pour tout r > 0, le groupe fini G x _ r /G x . r + est naturellement un F p -espace vectoriel. 
Ils ont ensuite défini certains caractères complexes des gradués G x ^ r /G x ^ r + appelés types non raffinés 
minimaux de niveau r, dont nous noterons l'ensemble NR x r . Ces caractères sont donc à valeurs dans 
l'extension Z[i, ( p ] si Ç p est une racine p-ième de l'unité. Enfin, Moy et Prasad ont défini un ensemble PO 
de "points optimaux" dans l'immeuble, fini modulo action de G, et nous noterons (r n ) n gN une énumération 
des sauts des filtrations associées aux points de PO. 

Posons maintenant Qo : = © œ m( ^G 0+ (^tpl) ou x décrit un ensemble (fini) de représentants des 
G-orbites de sommets de 1. Pour r E K + , posons (comme dans la remarque de [23 p. 136]) 

P{r) := indg. >p ( X ) 

que l'on voit comme une représentation à coefficients dans Z[-,£ p ]. Puisqu'un type non raffiné min- 
imal tordu par l'action d'un élément de GaJ(Q(C P )|Q) est encore un type non raffiné minimal, cette 
représentation se descend en une Z[i]-représentation que nous noterons encore P{r). 
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Lemme 10.2.3 La famille Q n := P(r n ), n € N d'objets de Mod Z [j_j(G) vérifie les propriétés (PROJ), 
(GEN) et (DISJ). 

Preuve : D'après [HSJ II. 5], pour tout corps algébriquement clos R de caractéristique ^ p : la famille de 
représentations (Q n <g) z[i] R) ne ® de Mod R (G) vérifie les propriétés (PROJ), (DISJ) [H3 II.5.8] et (GEN) 
|fi5l II.5.3] de la section précédente. Nous allons montrer que cela implique formellement qu'il en est de 
même de la famille (Q n )neN dans Mod Z [i](G). 

(PROJ) : En tant que somme d'induites de Z[i]-représentations de type fini de pro-p-sous-groupes 
ouverts, P(r) est projective et de type fini dans Mod Z [i](G). 

(DISJ) : puisque Q m est sans torsion, Home (Qn, Qm) ^ Home (Q n ® C, Q m <8> C). Ce dernier est 
nul par |B31 II. 5. 8] appliqué à R = C 

(GEN) : soit V un objet de Mod Z rii(G) tel qu'il existe l ^ p premier tel que Vi := {v G V, Iv — 0} 0. 
On peut voir Vi comme une Fj-représentation de G. On sait alors par II. 5. 3] qu'il existe n € N et 
un morphisme non nul </> : Q n — ► Vi £g> Fj. Par engendrement fini de Q n , ce morphisme se factorise par 
Vi Fjfc pour un certain k € N. D'où un morphisme non nul Q„ — ► (Vï) fc et par suite l'existence d'un 
morphisme non nul Q n — ► Vi que l'on peut composer avec l'injection V\ V. 

Si maintenant Vi = pour tout / ^ p, c'est à dire si V n'a pas de torsion, V se plonge dans V <£> Q. 
Comme précédemment on déduit de |(i5l II. 5. 3] l'existence d'un morphisme non nul Q n — > V <8> Q. Par 
engendrement fini de <5„, on peut multiplier par un "dénominateur commun" pour obtenir un morphisme 
à image dans V . 

□ 

Dans |58| . Schneider et Stuhler ont défini une autre filtration (U^^eeN du fixateur d'un sommet x de 
I. Fixons e € N et notons Mod z ri](G) e la sous-catégorie "facteur direct" ( cf paragraphe précédent) des 
objets de Mod z ^(G) tels que Homa (P(r n ), V) = pour r n > e. 

Lemme 10.2.4 Les objets de la sous-catégorie pleine Mod z ^(G) e sont ceux qui sont engendrés par leur 
Ux -invariants, x décrivant l'ensemble des sommets de X. 

Preuve : Les arguments de Vignéras dans le cas d'un corps algébriquement clos |fi3l Thm 2.2] reposent 
sur la comparaison des filtrations de Schneider-Stuhler et Moy-Prasad et s'appliquent sans changement 
ici. □ 

Corollaire 10.2.5 Soit V un objet de Mod z ^(G) e . Le complexe de chaînes du système de coefficients 
7 e (y) sur X associé par Schneider-Stuhler (cf \5Sf et \(i'A 2.5]) à V est acyclique. 

Preuve : Comme il est expliqué dans la preuve de |631 Prop. 2.6], le lemme précédent permet de se ramener 

aux cas V = Ind (c) (Z[i]), pour x sommet de X, et dans ce dernier cas, l'argument est "géométrique" 

(le complexe associé s'identifie au complexe de cochaînes du système de coefficients constant d'un certain 
sous-espace simplicial de l'immeuble dont on montre la contractibilité). □ 

Corollaire 10.2.6 Soit Z C Z(G) un sous-groupe cocompact du centre de G et K un anneau où p est 
inversible. Alors 

i) tout V G Mod\(G I Z) e admet une résolution par des objets projectifs de type fini de Mod\(G / Z) e . 
ii) si A est banal pour G, alors il existe une telle résolution de longueur rang s/s(G) + 1. 

Preuve : L'argument est le même que celui de |63l 2.11]. Les termes du complexe de chaînes du système de 
coefficients 7 e (V) du corollaire précédent sont des sommes d'objets de la forme ind^J (v u f ) ^J où Pp est 

le stabilisateur d'une facette F et Up est le sous-groupe de conguences de Pp de niveau e défini dans jHHl 
ch. 1]. Comme l'induction à supports compacts respecte le caractère projectif, ces objets sont projectifs 
lorsque A est banal, d'où le point ii). Lorsque A n'est pas banal on choisit pour chaque tel facteur une 

résolution de V Up ' par des A(P^T/Z[/^)-modules projectifs et finis et on en déduit la résolution cherchée. 

□ 
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Remarque 10.2.7 Dans le cas G = GL(n), on a une seule classe de conjugaison de sommets dans X 
et l'on peut prendre pour progénérateur de Mod z ^(G) e , la représentation Ind^ (e) fz[~]J . Par définition, 

Ux^ est conjugué à 1 + zupÀ4 n (F) pour e > 0. 



10.3 Variations sur une construction de Berkovich 

Dans cette section, on reprend le contexte et les notations de la partie0 Nous expliquons les arguments 
de Berkovich pour prouver la proposition 15 . 1 M Comme on l'a déjà dit dans le texte, nous adoptons un 
langage plus élémentaire que celui de [H], et les erreurs éventuelles sont exclusivement dues à l'auteur de 
ces lignes. Puis nous prolongeons un peu ces arguments pour prouver le lemmc 15.2.51 et la proposition 
15.2.91 en y ajoutant des techniques de Jannsen. 



10.3.1 Un critère d'acyclicité : Soit X un espace analytique, que l'on suppose paracompact. Soit 
n x : X et — > \X\ le morphisme de sites du site étale de X vers le site topologique de X. Nous dirons 
qu'un faisceau étale T sur X est "étale-c-mou" si 

i) Pour tout x E X, T x est un Gal(H(x) a /7i(x))-module acyclique. 

ii) Le faisceau n x (T) est c-mou. 

D'après 0, tout faisceau étale-c-mou est r c -acyclique. On peut aussi formuler i) de manière plus canonique 
(sans choix d'une clôture séparable) : en considérant T x comme un faisceau sur le site étale de TC(x), la 
condition i) est équivalente à demander que pour toute extension Galoisienne finie K de Ti.(x), le groupe 
abélicn T X {K) soit Gal(K/T-C(x))-acyc\iq\ie. 



10.3.2 Soit X un espace iGanalytique localement paracompact muni d'une action continue d'un groupe 
topologique G. On définit 



X dlsc := □ M{H{x)) et V ' A "'""' A 



x£X 



dise 

x y- > x 



Avec les définitions de Xdi SC n'est pas un espace analytique sur K. On peut néanmoins lui associer un 
site étale (et c'est tout ce qui nous importe) défini comme le produit des sites étales des Ai(Tt(x)). Il est 
muni d'une action de G et v induit un morphisme de sites G-cquivariant. Un faisceau étale abélien sur 
Xdisc est donc simplement une famille (J 7 x )xex de Gal(Tt(x) a /H.(x))-modules lisses, pour x £ X. Tout 
point x est ouvert dans Xdi SC et les sections au-dessus de x sont données par T(x) — J 7 x a ^ H ^ / H ^\ 

Rappelons aussi qu'on a noté ir x : X et — > \X\ le morphisme du site étale de X vers le site topologique 
de X. 

Lemme 10.3.3 Soit T G F{X disc , AG dtsc ), 
i) tt x v^T) est un faisceau fiasque sur \X\. 
ii) 7r ?( J/ *(-^ r ) °) es t un faisceau c-mou sur \X\. 
Preuve : Pour tout ouvert U C X, on a 



expression qui montre clairement l'assertion i). 

Pour le ii) on suit un argument de Berkovich. Soit E un compact de X et f G r(S, ir x (^(J 7 ) 00 )). 
Il existe un voisinage ouvert U D E et une section / e 7r^(^*(^ r ) 00 )(?7) qui induit / sur E. Soit alors 
U D V D E un domaine analytique compact de X . On définit 

/'er c (i,ff(,,(f)))c Un*) 

x£X 
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par f'(x) = si x £ V et f'(x) = f(x) pour x G V. On a évidemment /i' E = f\s ; il nous suffira donc 

de montrer que /' G r c (X, 7r^- (J 7 )) 00 ), c'est-à-dire que /' est stabilisée par un sous-groupe ouvert 
compact de G. Par définition de / et par compacité de V, il existe des ouverts distingués (Uiji^i, avec 
7" fini tels que V — L>i e i(V flf/,-) et fijj. est Ji-invariante pour un certain sous-groupe ouvert compact 
Ji de G. Comme le stabilisateur Gy de V dans G est ouvert, il s'ensuit que f! Ut est invariante sous le 
sous-groupe ouvert compact Ji n Gy, et par conséquent que / est invariante sous le sous-groupe ouvert 
compact rij6j(Jj H Gy). □ 

Pour préparer le point ii) du lemme suivant, nous introduisons la notation G x pour le stabilisateur de 
x dans G et pour toute 7i(x)-algèbre étale K, nous notons (G x )k un sous-groupe ouvert compact de G x 
suffisamment petit pour que l'action de (G x )if sur Ti(x) s'étende canoniquement à une action sur K (cas 
particulier de j2J Key Lemma 7.2]). 

Lemme 10.3.4 Soit T G F{Xdi S c,^Gdisc). 

i) Si pour tout x G X , le G al{TL{x) a /Ti(x))- module lisse J- x est acyclique (pour la cohomologie "con- 
tinue"), alors il en est de même pour les fibres v*{T) x de v*(T) en tout x. 

il) Si pour tout x G X , toute extension Galoisienne finie K de Ti.(x) et tout sous- groupe ouvert compact 
H de {G x )k, le Gal(K /H(x)) -module T X (K) H est acyclique alors les fibres (^*(^ r )°°) 2: de i/»(^ r )°° 
sont acycliques en tout x. 

Preuve : i) Ici encore, tous les arguments sont dûs à Berkovich (et les erreurs à l'auteur). Soit K une 
extension Galoisienne finie de Ti.(x). On a la description suivante de v*(!F) x (K) : fixons un morphismc 

étale X' — — > X tel que f _1 (x) = {x'} et Ti(x') ~ K (on fixe alors un tel isomorphisme). Alors 

{^{T)) X {K)= lim IX/- 1 (F), ^)), 

la limite inductive portant sur les voisinages ouverts (pour la topologie analytique) de x dans X. Par un 
argument de cofmalité, on peut se restreindre aux V tels que / _1 (T0 — ► V est étale Galoisien de groupe 
Gal{K /TL{x)). Par commutation de la cohomologie aux limites inductives, il nous suffira de montrer que 
pour tout tel V, le Gal(K /H.(x))-modu\e T{f~ 1 (V) : v* {T)) est cohomologiquement trivial. On a 

r(/- i (F),^(^)=n n ^(W))- 

yeVy'ef-Hy) 

Comme l'action de Gal(K /H(x)) sur f~ l (V) respecte les fibres de /, il nous suffit de voir que pour tout 
y G V, le Gal(K/H{x))-module 

(10.3.5) [] ^/W)) 

est cohomologiquement trivial. Fixons y' G f^ 1 (y) et notons Gai y < son stabilisateur dans Gal(K /Ti(x)). 
L'action de Gal y < sur le H(y)-espace analytique M. (T~t(y')) induit un isomorphisme Gal y < — ► Gal(H(y')/H(y)). 
On voit alors que le Gaif/f /7Y(^Vmodule ll0.3.5l est induit du Gai,/ -module T y (TL(y')) qui par hypothèse 
est cohomologiquement trivial. Le lemme de Shapiro montre donc la Gai(i^/7i(a;))-acyclicité de ce module. 
Preuve de ii). Reprenons l'argument précédent avec maintenant le faisceau v^F) 00 . On a cette fois 

(v*{F)°°) x (K) = lim lim T(f~ 1 (V), v t (T)) H 

xevcx Hcs rl(v) 

où la première limite porte sur les voisinages ouverts distingués de x tels que le morphisme / _ (V) — > V 
soit Galoisien de groupe Gal(K/H(x)), et la deuxième limite porte sur les pro-p-sous- groupes ouverts 
H de Gf-ity). Comme précédemment il nous suffira de montrer que pour tout tel couple (V,H) le 
Ga,l(K/H(x))-modvle 



H 



nr'iv),^)) 11 = ( n n FMv')) 

.yeVy'ef-Hy) 
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est cohomologiquement trivial. Soit [V/H] un ensemble de représentants des orbites de H dans V et pour 
y G [V/H], notons H y son fixateur dans H. Alors 

H i ^ H v 

n n FyW))) = n n ^w)) 

K yev y 'ef-Hy) ) ye[v/H] Xy'ef-^y) 

Fixons alors y G [V/H] ; tous les y' G f~ 1 (y) ont le même fixateur H y que y dans if (car Gal(K/H(x)) 
les permute transitivement). Ainsi le Gal(K /Ti(x))-modnle 

n FviW)) 

y'ef-Hy) 

est induit du GaJ y <-module T y (TL{y')) Hy . Par notre hypothèse et le lemme de Shapiro, il s'ensuit que ce 
Gal(K /H(x))-module est acyclique. 

□ 

Considérons maintenant la réunion disjointe d'espaces analytiques sur K 

GX dtsc := U M(H(x)) 

(g,x)£GxX 

sur laquelle G agit par h(g,x) := (hg,x). On a un morphisme G-équivariant 

fi . GXdisc * Xdisc 

qui induit un morphisme G-équivariant de sites étales. 

Lemme 10.3.6 Soit T G T{GX disc , KG disc ). Si pour tout (g,x) G G x X , le Gal(H(x) a /U{x)) -module 
lisse Tg, x est cohomologiquement trivial, alors le faisceau pL*{T) satisfait l'hypothèse du point ii) du lemme 
précédent. 

Preuve : Soit K une H(x)-algèbre étale. Un calcul rapide de la fibre en x G X du faisceau montre 
que : 

H.(f) x (K)= Y[F gtg -i x (K°) 

geG 

où K 9 est la 7i(g _1 x)-algèbre étale K ®-^( x ) Ti,(g x), produit tensoriel pris pour l'isomorphisme g* : 
Ti(x) — ► r H(g~ 1 x) donné par l'action de g. Soit H un sous-groupe de (G x )k, il agit par permutation 
Fg, g -ix{K 9 ) T ^à ] F hg ,g-ix{K 9 ) = F hg , (hg) -i x (K h9 ) . Il s'ensuit que 

^(T) X (K) H ~ [] r g>g - lx (K°). 
geH\G 

Supposons K extension Galoisienne de Ti(x). Par notre hypothèse, les Ga7(if/7i(x))-modules J : g g -i x {K 9 ) Hg 
sont acy cliques et par conséquent leur produit aussi. 

□ 

Remarquons ici que l'astuce consistant à introduire l'espace GX d i SC est encore une fois dûe à Berkovich. 

Proposition 10.3.7 Tout faisceau étale G-équivariant discret/lisse sur X se plonge dans un objet injectif 
de T{X, AG) dont le faisceau sous-jacent est étale-c-mou. 
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Preuve : Soit T G J-(X,AG). Choisissons un plongement n*v*{J-) <—> X dans un objet injectif X de 
J-(GXdisc, AGdisc) dont le faisceau sous-jacent est un objet injectif dans T(GXdi SC , A) (il en existe tou- 
jours, cf lemme 110.3. lfijl . Alors v^n^iX) est un objet injectif de F(X,AGdisc) car le foncteur 14/4* admet 
un adjoint à gauche exact, n*v* . Comme on le vérifie immédiatement sur les fibres, on a un plongement 

T <-+ (z///)*(^/i)*(.F) i/»//*(J). 

Appliquant le foncteur de lissification (exact à gauche), on trouve alors un plongement 

et le faisceau est un objet injectif de T{X, AG) car le foncteur de lissification est adjoint à 

droite du plongement canonique. 

Maintenant le faisceau X étant injectif, les Gal(Tt(x) a /Tt(x))-moduies lisses X g ^ x sont acycliques. Donc 
par le lemme précédent, le faisceau ^*(X 9iX ) vérifie l'hypothèse du point ii) du lemme 110.3.4:1 Par ce point 
ii) et le point ii) du lemme IT0.3.3I le faisceau v*fj,*(T)°° est étale-c-mou. 

□ 



10.3.8 Preuve de la proposition 15. 2. (À : Il s'agit de montrer que le foncteur lim°° envoie assez d'objets 
injectifs sur des objets IVacycliques. Soit (T n )n un objet de F(X, A.G). Comme dans la preuve de 
la proposition 110. 3~?1 pour chaque n on peut trouver un plongement T n — ^ j^/i* (In) 00 avec X n un 
objet injectif de T{GXdi SC , A/m"). Rappelons que les faisceaux i/*^*(T n )°° sont injectifs dans !F(X, A„G). 
Posons alors pour tout n 

n 

fc=l 

Les morphismes de projections sur les premiers termes J n — ► J m pour m < n définissent un objet de 
!F(X, A.G) qui est injectif. De plus les morphismes 



i>k ° fn,k ■ n ^ \J n 



k=l 



(où f n> k ■ J~ n — ► J~k est le morphisme de transition) définissent un plongement du système (J r n )n dans 
(Jra)n- Par ailleurs on a 

(\oo / \ oo / \oo 

L'isomorphisme du milieu est un fait général : le morphisme canonique qui va du lissifié d'un produit de 
lissifiés vers le lissifié du produit est un isomorphisme. Le dernier isomorphisme vient de la commutation 
des images directes et des produits. Maintenant la "fibre" du produit des X n en (g,x) G GXdi SC s'écrit : 

où le signe 00 désigne le Gal(H(x) a /H(x))-\issiM du module produit (à ne pas confondre avec le signe 
00 au-dessus qui désignait le G-lissifié d'un faisceau). Comme les (X n ) x sont Gal(H(x) a /H(x))-acyc\iques, 
leur produit lisse l'est aussi. On peut alors appliquer les lemmes 110.3.61 110.3.41 ii) et 110.3.31 ii) pour en 
déduire que le faisceau lim 00 (( l 7„) n ) est étale-c-mou et par conséquent ri-acyclique. 

10.3.9 Preuve du lemme \5.2.5\ : Il s'agit de voir que Ldisc envoie suffisamment d'objets de J-(X, A.G) 
sur des objets r^ sc -acy cliques. Soit V(X) l'ensemble des ouverts distingués de X. D'après [23 Prop. 
4.1.8], on a pour tout p > une suite exacte 

— ► lira R 1 lim H*- x {U,F n ) — » iJ c p (A, {T n ) n ) — ► lim lim H p c (U,T n ) — ► 
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de laquelle on tire que si (tF n ) est un système projectif de faisceaux qui pour tout U £ U(X) sont Ti(U, .)- 
acycliques et tel que pour tout U € U(X), le système projectif de A-modules (T C (U, T n )) n satisfait la 
condition de Mittag-LefRer, alors le système (F n )n est r c -acyclique. En particulier, le système (J n )n 
construit au paragraphe 1 1 U . 3 .51 est IVacyclique (et donc r* sc -acyclique). D'après IlO. A. 81 il y a assez de 
tels objets. 



10.3.10 Induction : Soit G un groupe agissant continûment sur X et H C G un sous-groupe fermé. 
Alors le foncteur de restriction Resç : T(X, KG) — > J~{X, AH) admet un adjoint à droite Ind^. 

Pour construire Ind^, introduisons la petite catégorie [G /H] dont l'ensemble des objets est G et les 
morphismes sont donnés par 



Hom [G/H] (31,52) 



9i — > 92 si gi = g 2 h pour h G H 
si 9l H ± g 2 H 



avec une loi de composition évidente. Soit T un faisceau iî-équivariant dont on note simplement r la 
structure Tî-équivariante. On définit un foncteur [G/H] — > ^(X, A) en associant à tout g € G le faisceau 
g*T et à toute flèche <?i — — > 32 le morphismc g2*(T(h)) : ffi*^ 7 — ► g2*J~. On pose alors 

Lid^-^J 7 ) := lim g,^ 

[G/H] 

que l'on munit de la structure G-équivariante induite par les isomorphismes de "permutation" 

(7(7) : 7* lim g*T = lim (jg)^J- — ► lim g*,? 7 . 

[G/H] [G/H] [G/H] 

Enfin on pose Ind H (!F) := Ind H ii '"' ÇF)°° . Si (.F, r) est un faisceau G-équivariant, on a un morphismc 
canonique T — lim (g*T) associé à la collection de morphismes T 9 *t^-> ^ g*^ 7 . D'autre part si Q 

[G/H] 

est un faisceau iï-équivariant, on a la projection lim (<?*(?) — ► 1g*-? 7 = -T 7 - On vérifie alors simplement 

[G/H] 

que les 2 morphismes de foncteurs Id — ► Lid^r Res^ et Resg o Indfj — > Id ainsi obtenus font de 
(ResQ ,Ind H ) une paire de foncteurs adjoints. 

Remarque : Ici aussi le formalisme de [H] est beaucoup plus efficace : avec les notations de ce paragraphe 
et de la remarque du paragraphe !»^ . 1 . 31 il y a un morphisme canonique de sites X(H) et — X(G) e t- Via les 
isomorphismes canoniques !F(X,AG) ~ !F(X(G), A) et respectivement pour H, le foncteur de restriction 
Resç n'est autre que a* et par conséquent l'induction lud^ s'identifie à a*. 



10.3.11 La résolution fonctorielle de Godement-Berkovich : 

Ce paragraphe n'est finalement pas utilisé dans ce texte. Mais il l'est dans d'autres articles, comme 
|31| ou |32| . Nous espérons qu'il pourra servir de référence en attendant la publication vivement souhaitée 
du manuscrit de Berkovich JE]. Introduisons, toujours suivant Berkovich, l'espace 

GX disc := |J M{H(xr) 

(g,x)£GxX 

où TC(x) a est la complétion d'une clôture algébrique de H(x). Le choix des clôtures est fait de sorte que 
pour tout (g,x) on a TL{gx) a = TL{x) a ®H(x),g„ H(gx). On a un morphismc analytique G-équivariant 
tautologique p : GX dlsc — ► GX disc . 

Lemme 10.3.12 Pour tout faisceau T G T(GX dise, AGdisc) , le Gal(Tt(x) a /7i{x)) -module lisse p*{T) g . x 
est cohomologiquement trivial. 

Preuve : En effet, on vérifie immédiatement que pour tout (g,x) G G x X, on a 

p*{T) g , x =C <x {Gal{H{x) a /H{x)),K)®T g , x . 
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□ 

Le résultat suivant est un des points d'orgue de La formulation dans loc. cit est différente et plus 
intelligente. Celle ci-dessous est peut-être plus élémentaire. 

Proposition 10.3.13 (Berkovich Prop. 1.5.1]) Soit B l'endofoncteur de ^{X, AG) défini par B := 
oo o (zz/Lt/?)* (y\ip)* . Alors 

i) B est exact. 

ii) Le morphisme d'adjonction de joncteurs Idjp(x.AG) > H est un monomorphisme et pour tout 

T G J-(X, AG), le faisceau étale sous-jacent à B(T) est étale-c-mou. 

iii) Si H est un autre groupe agissant sur X et commutant à l'action de G, alors B définit aussi un 
endofoncteur de T{X,AG x Hdisc)- 

Preuve : Le point ii) est une conséquence du lemme précédent et des lemmcs fl . 3 . 31 1Tb . 3 . 41 et Tl . 3 . fil 

Pour prouver le point i), remarquons d'abord qu'il suffit de montrer que le foncteur oo o (yfxp)* est 
exact, ce que l'on va vérifier sur les fibres. Soit T € ? (GX dise, AGdisc) et x £ X . Reprenons les notations 

de la preuve du lemme ITQ.3.41 c'est-à-dire une extension finie K de H(x), un morphisme X' — X etc.. 
On a 

{{vw)*{FrUK)= lim lim T{f-\V),{vn P )^r)) H 

xEVCX HCG,_ lrv . 



avec 



H 



nrHn^p).^ = (n II wWvW)) 

yveVy'ef-Hy) 

= n f n w*nw)) 

ve[v/H] Xv'ef-Hy) 

Par ailleurs, les preuves du lemme précédent et de If 0.3. 61 montrent que 

^p*(f) v (H(y')) = X[p*{F) g , g -i y {H{y'y) 

geG 

geG 

en posant Galy, = Gal(H(y') /H{y)) ~ Gal(H(y') 9 /H(g- 1 y)), de sorte que 

^p*{T) y (H(y')) H * = [] A[GaV]® A ^ 9 - ls . 

gelG/H v ] 

Sous cette forme, l'exactitude du foncteur T i— > T(f~ 1 (V), (^^p)*(jF)) H apparaît clairement, et par suite 
celle du foncteur oo o (ypp)*. 

Enfin le point iii) est évident : il suffit de remplacer les catégories AGdisc) par FÇ?, AGdisc x Hdisc) 
pour ? = Xdisci GXdisc ou GXdisc- L'action de H sur ces deux derniers espaces est donnée par h(g, x) — 
(g,hx). ' □ 

Renommons l'endofoncteur Bo := B et définissons B\ := B o [B /là) puis par récurrence pour i G N, 
B i :=Bo{B i -x/B i . 2 ). 

Corollaire 10.3.14 La suite Id — > Bq — > ■ ■ ■ Bi — > • ■ • est une résolution du foncteur identité dans 
la catégorie des endofoncteurs de T(X, AG) (resp. de T(X, AG x Hdisc) par des fondeurs exacts tels que 
pour tout T G T(X,A), le faisceau sous-jacent à Bi(T) est étale-c-mou. 
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